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CAPÍTULO 





VETORES 





1.1 VETORES 


Este capítulo tem por finalidade precípua revisar resumidamente a noção de vetor no 
Rº eno Rº e suas propriedades, as quais já devem ser do conhecimento do leitor”. 

Sabe-se que os vetores do plano ou do espaço são representados por segmentos orientados. 
Todos os segmentos orientados que têm a mesma direção, o mesmo sentido e o mesmo com- 
primento são representantes de um mesmo vetor. Por exemplo, no paralelogramo da Figura 1.la, 
os segmentos orientados AB e CD determinam o mesmo vetor v, e escreve-se 


— 
v= AB=CD 








O assunto pode ser visto em detalhes no livro Geometria Analítica, dos autores desta Álgebra Linear, 
Editora McGraw-Hill 
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Quando escrevemos v = AB + estamos afirmando que o vetor é determinado pelo segmento 
orientado AB de origem A e extremidade B. Porém, qualquer outro segmento de mesmo com- 
primento, mesma direção e mesmo sentido de AB representa também o mesmo vetor v. Assim 
sendo, cada ponto do espaço pode ser considerado como origem de um segmento orientado que 
é representante do vetor v. 


O comprimento ou o módulo, a direção e o sentido de um vetor v é o módulo, a direção 
e o sentido de qualquer um de seus representantes. Indica-se o módulo de v por |vl. 


Qualquer ponto do espaço é representante do vetor zero (ou vetor nulo), que é indicado 


por O. 
A cada vetor não-nulo v corresponde um vetor oposto -v, que tem o mesmo módulo, 


a mesma direção, porém sentido contrário ao de v (Figura 1.1b). 


Figura 1,1b 


Um vetor v éunitáriose |v| = 1, 


Dois vetores u e v são colineares se tiverem a mesma direção. Em outras palavras; u e v 
são colineares se tiverem representantes AB e CD pertencentes a uma mesma reta ou a retas 
paralelas (Figura 1.1c). 





Figura L.lc 


Se os vetores não-nulos u, v e w (o número de vetores não importa) possuem represen- 
tantes AB, CD e EF pertencentes a um mesmo plano 7 (Figura 1.1d), diz-se que eles são 


coplanares. 


Fetores J 





Figura L.id 


1.2 OPERAÇÕES COM VETORES 


1.2.1 | Adição de Vetores 


Sejam os vetores u e v representados pelos segmentos orientados AB e BC, respectiva- 
mente (Figura 1.2a). 





A n+HY 


Figura 1.2a 
E reeendemdg 
Os pontos À e € determinam o vetor soma AC = u+y, 


1.2.1.1 Propriedades da adição 


1) Associativa: (u+ vw) tw=u+(vtw). 
H) Comutativa ut v=vt+u, 


II) Existe um só vetor nulo O tai que, para todo vetor v, se tem: 
v+tO=0+v=v 
IV) Qualquer que seja o vetor v, existe um só vetor -v (vetor oposto de v) tal que: 


v+(-)= vtv=0 
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Observações 


1) A diferença de dois vetores u e v quaisquer é o vetor u + (-v). Sejam os vetores u e v 
representados pelos segmentos orientados AB e AC, respectivamente. Construído o paralelogramo 
ABCD (Figura 1.2b), verifica-se que a soma u+v é representada pelo segmento orientado AD 
(uma das diagonais) e que a diferença u -v é representada pelo segmento orientado CB (a outra 


diagonal). 





Figura 1.2b 


2) Quando os vetores u e v estão aplicados no mesmo ponto, verifica-se que: 


a) a soma u +v (ou v +u) tem origem no referido ponto; 


b) a diferença u - v tem origem na extremidade de v (e, por conseguinte, a diferença v -u 
tem origem na extremidade de u). 


1.2.2 Mukiplicação de um Número Real por um Vetor 


Dado um vetor v)QO e um número real k/Q, chama-se produto do número real k 
pelo vetor v ovetor p= Kkv, tal que: 


a) módulo: [P|= |kv|=|kllvl; 
b> direção: a mesma de v: 


c) sentido: o mesmo de v se k >; e contráricao de v se Kk< O. 


A Figura 1.2.2 mostra o vetor v e os correspondentes 2v e -3v. 


Observações: 


1) Sek=0 ou v=0, ovetor kv éo vetor O; 
2) Se k=-l, ovetor (-1)v é o oposto de v, isto é, (-l)v= -y, 


Vetores J 





tf 


Figura 1.2.2 


1.2.2.1 Propriedades da Multiplicação por um Número Real 


Se u e v são vetores quaisquer e a e b números reais, temos: 


D a(bu) = (abju 
ID(a+b)ju=au+bu 
HD a(u+v)=au+tay 


IV)lu=u 


1.3 VETORES NO R“ 
O conjunto 
Rº=Rx R=((x,y/x, ye R) 


é interpretado geometricamente como sendo o plano cartesiano xUy. 
= rig 
Qualquer vetor AB considerado neste plano tem sempre um representante (segmento 
orientado OP) cuja origem é a origem do sistema (Figura 1.34). 


Em nosso estudo consideraremos geralmente vetores representados por segmentos orien- 
“tados com origem na origem do sistema. Nessas condições, cada vetor do plano é determinado 
pelo ponto extremo do segmento. Assim, o ponto Pítx,y) individualiza o vetor v= OP (Figura 
1.3b) e escreve-se: 


v= (x,y) 


identificando-se as coordenadas de P com as componentes de v, 
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Figura 1,3a 





Figura 1.3b 


A origem do sistema O(0, O) representa o vetor nulo, 


O vetor oposto de v=(x,v) éo vetor -v= (=x, y). 


1.4 IGUALDADE E OPERAÇÕES 


1.4,1 Igualdade 


Dois vetores u=(x,,Y1) € v=(xa.y>) são iguais se, e somente se, x, =X, e Yi Vo. E 
escreve-se U=yv, 


Fetores 4 


Exemplos: 


|) Os vetores u=(3,5) e v=(3,5) são iguais. 
» Seovetor u=(x+ 1,4) é igual ao vetor v = (5, 2y - 6), de acordo com a definição de igual- 


dade de vetores, xtl=5 e 2y-6=4 ou x=4 e y=5. Assim,se u=v, então x=4 
py=s. 
1,4.2 Operações 


Sejamosvetores u=(X1,Y/) € v=(X9,y,) € a€ R. Define-se: 


a) utv=(x, +X,Y +Y2) 


b) au=(ax,, av) 


Portanto, para somar dois vetores, somam-se suas componentes correspondentes e, para 
multiplicar um vetor por um número, multiplica-se cada componente do vetor por este número. 


Por exemplo, se u=(4,1) e v=(2,6), a Figura |.4,2a mostra que: 
u+v=(4,D+(2,6)=(4+2,1+6)=(6,7) 


ea Figura 1.4.2b mestra que: 


gr 


2u = 2(4, = (2(4),2(1) =(8,2) 








O À e e te * 


Figura 1.4.2a Figura 1.4.2b 
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1.5 VETOR DEFINIDO POR DOIS PONTOS 


Ocorre, às vezes, 0 caso de um vetor ser representado por um segmento orientado que não 
parte da origem do sistema, Consideremos o vetor AB de origemno ponto A(x,,Y;) e extremi- 
dade B(x,,y>) (Figura 1,5). 





Figura 1.5 


— + 
De acordo com o que foi visto no item 1.2.1.1 — (Observação 2), o vetor AB é a diferença 
entre os vetores OB e OA: 


AB = OB - OA 
e, portanto: 
AB = (x,,92)- (4,1) 
ou: 


AB =(X2 -X,Y2-Y1) 
isto é, as componentes do vetor AB são obtidas pela diferença entre as coordenadas da extremi- 
dade B cas da origem A. 
Por exemplo, se A(-1,3) e B(2,-2), o vetor AB será: 


AB=B-A=(2,-2)-(-1,3)=(3,-5) 


Feltores y 





1.6 PRODUTO ESCALAR 
1.6.1 Definição 


Chama-se produto escalar (ou produto interno usual) de dois vetores u=(x,,Y1) € 
v=(X,,Y2), é se representa por u.v, ao número real: 


U V=X,X TYiya 


O produto escalar de u por v também é indicado por <u,v> eselê “u escalar v”. 
Por exemplo, se u=(2,3) e v=(4,-1), tem-se: 


uv=2(4)+3(-1)=8-3=5 


1.6.2 | Módulo de um Vetor 
Módulo de um vetor v=(x,y), representado por |vl, é o múmero real não-negativo: 


Ivl= /v.v 


ou, em coordenadas: 


= V (x,7) (x,y) 
ou, ainda: 
paço 
Por exemplo, se v=(3,-4), então: 
Ivl= /3+(4)º = V/9+16=4/25=5 


A partir de cada vetor v * O é possível obter um vetor unitário u fazendo u = E 


Por exemplo, é unitário o vetor: 


BA, CO) 69) C)(,A (3. 4, 
G,-9)] /P+6-9º (/9+16 /5D 5 


Observação: Dado um vetor AB com extremidades nos pontos A(x,,yi) e B(X2,Y2) O 
módulo desse vetor será: 


|AB| = V (xa - x) + (ya - Yi) 


Assinale-se que a distância entre os pontos A e B é calculada pela mesma fórmula, 
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1.6.3 | Propriedades do Produto Escatar 
Dados os vetores u. ve w quaisquere XC IR, tem-se: 


Du.vuz20 eu,u=0 se,esomentese, u=0=(0,0) 

I)u.v=v.u (comutativa) 
ED u.tvtw)=u.v+u.w (distributiva em relação à adição de vetores) 
IV) (mu). v=m(u.v=u. (mv) 


Wu.v=|u/? 
Observações: Como consegiiência das propriedades do produto escalar, vem: 
DlutvP=jJuf+2Z2u.vtlvl? 
Com efeito: 


lu+vi?=(u+wW.(uty=u.(utv+v.(u+v) 
lu+v|P=u.utu,vtviutv.y 


jul? +Qu. vtlvi* 


| 


ju+vl|” 
2) De modo análogo, mostra-se que: 


lu-v =ju)?-2u.v+|v| 


1.7 ÂNGULO DE DOIS VETORES 


O ângulo de dois vetores u=OA e v=OB, não-nulos (Figura 1.7a), é o ângulo O for- 
mado pelas semi-retas OA e OB (Figura 1.7b) etal que 0< 0 «7. 





Figura 1,7 Figura 1,7b 


Fetores ff 





1,7.1 Cálculo do Ângulo de Dois Vetores 


Sejam os vetores u£O e v0. O ângulo 8 formado por u e v pode ser calculado 
pela fórmula: 





M.,Y 
cos O = 
jullv: 
A B 





Figura 1.7.1 


Com efeito, aplicando a lei dos co-senos ao triângulo ABC da Figura 1.7.1, vem: 


ju-vP=juP+|vif-2]ullvicosê (1) 
Mas, de acordo com o item 1.6.3 (Observação 2), pode-se escrever: 
ju-v2=(u/?-2Z2u.v+]v] (2) 
Comparando as igualdades (2) e (1): 
lu? -2u.v+|vP=|Jufl+|vit-2lul|y! cosê 
logo: 


v.v=ljul|vl] cosê 


cos 8 =——— (1.7.1) 
jutivi 





Uma vez calculado o cos 8, o ângulo 8 é encontrado numa tabela de co-senos. 
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Por exemplo, se u=(-2,-2) e v=(0,-2), o ângulo 8 pode ser calculado por intermédio 
- da Fórmula (1.7.1): 











ao uv. (-2,-2).10,-2) 
ju lvl (=D) +(-2) x 0º +62) 
amigão SOS opaca E paca DD, 
V4+4 x /0t4 8x4 2/2 x? 
á Lo 2 
Cilsts JEE T 
do 
(2 
É = arccos 
2 
9 = 45º 


1.8 PARALELISMO E ORTOGONALIDADE DE DOIS VETORES 


a) Se dois vetores u=(X,,Y/) € v=(X,,Y,) são paralelos (ou colineares), existe um número k 
tal que: 


u=kyv 
ou: 
(xs, Y1)= (xo, Ya) 


o que implica: 


isto é, dois vetores u e v são paralelos quando suas componentes são proporcionais. Representa- 
sepor u//v doisvetores u e v paralelos. 


Por exemplo, os vetores u=(-2,3) e v=(-4,6) são paralelos, pois: 


E ade 
4º 6 


ou seja: 


U="Y 


ES | — 


Vetores 13 


b) Se dois vetores u=(x,,y/) € v=(x,,%Y) são ortogonais, o ângulo é por eles formado é 
de 90º, e, portanto, cos 8 = cos 90º = 0, o que implica, pela Fórmuia (1.7.1): 


uv=0 
ou: 
XX +Y/Y2 = O 


isto é, dois vetores u e v são ortogonais quando o produto escalar deles é nulo. Representa-se 
por ulv doisvetores u e v ortogonais. 


Por exemplo, os vetores u=(2,3) e v=(-3,2) são ortogonais, pois: 


LB.v=2(-3)+3(20)=6+6=0 


1.9 VETORES NO Rº 
Ó comunto 
R'-=Rx Rx R=[(xy.27)/x,y,72€ R| 


é interpretado geometricamente como sendo o espaço cartesiano tridimensional Oxyz. 


Da mesma forma como fizemes para o plano, consideraremos peralmente vetores repre- 
sentados por segmentos orientados com a origem na origem do sistema. Nessas condições, cada 
vetor do espaço é determinado pelo ponto extremo do segmento. Assim, o ponto P(x,y,z) 
individualiza o vetor v= OP (Figura 1.9) e escreve-se: 


v=(X,Y,2) 


identificando-se as coordenadas de P com as componentes de v. 
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A origem do sistema QO(0,0,0) representa o vetor nulo. 
O vetor oposto de v=(x,y,Z) dovetor -v=(-x,-y, -Z), 


De forma análoga à que tivemos no plãno, teremos no espaço: 


Db Dois vetores u=(x,,Y1,Z1) e v=(X,.Y>,2Z2) são iguais se, e somente se, x =Xa, 
Vi =>Y> E 247 &. 


ID Dadososveiores u=(X,, Yi,.Z)) e v=(X,,v,,Z2,) e a€ RR, define-se: 
utv=(x, +txo,y fYo.Z tz) 


au=(ax,,aY, Z,) 


HI) Se A(xy,y),2) e B(x,,%>,2,) são dois pontos quaisquer no espaço, então; 


Ro 
AB =(x, -Xy, Yo -Y1,22 -21) 


IV) O produto escalar dos vetores u= (x. Y,2Z/) é v=(X,,Y,,2Z) é O número real: 


U.V=XX tYiy2 + ZZ 


V) O módulo do vetor v=(x,y,2z) é dado por: 
vl=/x2 + yº + 2º 


VI) seu e v são vetores não-nulose É é o ângulo formado por eles, então: 


U.v 
julivl 





cos É = 


VII) Para u=(xX,,Y1.2)) e v=(xo,Y2,72), tem-se: 


X1 Yi £1 
a)u/!v se, é somente se, — = AR 
Ag Ya fa 


bjulv se,esomentese, xjX2 +yiyo +tzz, =D. 


CAPÍTULO 





ESPAÇOS 


VETORIAIS 





2.1 INTRODUÇÃO 
Sabe-se que o conjunto: 
Rº=[(x,y)/x,yc R) 


é interpretado geometricamente como sendo o plano cartesiano, Um par (x,y) pode ser 
encarado como um ponto (Figura 2.la) e, nesse caso, x e y são coordenadas, ou pode ser 
encarado como um vetor (Figura 2.1b) e, nesse caso, x e y são componentes (ou coordenadas). 


Essa mesma idéia, em relação ao plano, estende-se para o espaço tridimensional que é a 
interpretação geométrica do conjunto IR*. Embora se perca a visão peoméirica de espaços com 
dimensão acima de 3, é possível estender essa idéia a espaços como IR*, IR*,..., RP. Assim, 





Figura 2. la Figura 2.1b 
!5 
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quádruplas de números (X;, X2,Xa,X4) podem ser vistas como pontos ou vetores no espaço 
Rº* de quarta dimensão. A quintupla (2,-1,3,5,4) será interpretada como um ponto ou 
um vetor no espaço IRº de dimensão cinco. Então, o espaço de dimensão n (ou espaço 


n-dimenstonal) será constituído pelo conjunto de todas as n-uplas ordenadas c representado 


por IRN, isto é: 
RP = [(x1,%33.0X0)5 4 E R) 


A maneira de se trabalhar nesses espaços é idêntica âquela vista em IR* cem IR*, 
Por exemplo, se: 
U=(Xy, Xa, o Xp) ç FEI Vie Yn) 


são vetores no IR e q um escalar, define-se: 

a) u=v se, esomentese, Xy =Yj,X2 =Y2.., XE Yn- 
b)utv=0 tyy,X +Y2,.., Xy + Yn) 

c) au = (0x, 0X, .., 4X) 


dju.v= XY tXya Ft XY 


ja Es F: Po 2 
e) lul=y/u.u= x +x Fe tr. 


Desde já é bom observar que o vetor U=(Xi,X>,..., X,) aparecerá, às vezes, com a notação 
matricial (matriz-coluna n x 1): 


eéfácilver que u+v e au na notação matricial são os vetores: 


X| Yil. [Xi TY; 


Xs Ya Xa TYa 
U+vw= + ; = 


An Yn Kaya 
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AS CEM + 
CU — É à = 
Xn Am 


Vamos agora transmitir uma idéia nova. Para tanto, consideremos dois conjuntos: o IR” e 
o conjunto das matrizes reais de ordem mxn, representado por Mé(m,n). Como nesses 
conjuntos estão definidas as operações de adição e multiplicação por escalar, constata-se a exis- 
tência de uma série de propriedades comuns a seguir enumeradas. 


Se uv welRP, sea,BEeR ese A B.CE M(m,n), podemos verificar que: 
a) Em relação à adição valem as propriedades: 
| (utytw=utivtw) e 
(A+B)+C=A+(B+0) (associatividade da adição) 
2) utvyv-=vtu e 


Ar+B=B+A (comutatividade da adição) 


3) Existe um só elemento em Rº eumsóem Mm, n) 
indicado por O etal que: 


u+)=u e 


AtQ=A (existência do elemento neutro) 


O elemento O, nesse caso, será o vetor 0=(0,0,...,0)€ IR”, na primeira igualdade, é 
a matriz nula: 


o q 0 
O 0 O 

0= E Mím, n) 
o O ê 


na segunda igualdade. 
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4) Para cada vetor uC IR" e para cada matriz AG M(m,n) existe um só vetor -uE Rº 
e uma só matriz -A € Mí(m,n) tais que 


u+(-uj=Q0 e 
A+(-AJ=0 | (existência do elemento simétrico) 
Por exemplo, se tivermos u=(x,,X3,..., xnk então o vetor simétrico é 
-U=(-X,-Xo, ...,-X,), 8, caso semelhante, para a matriz À e sua correspondente simétrica - A, 


b) Em relação à multiplicação por escalar valem as propriedades: 


D(wgju=a(êu) e 
(ob) A=a (BA) 


2)(gx+B)ju=aut+Êu e 
(a+B)A=cA+BA 


3a(utv)=autrav e 
c(A+B)-=aA+aB 


4jlu=u e 
IA=A 


Conforme acabamos de ver, os conjuntos IR" e Mm, n), munidos desse par de operações, 
apresentam uma “estrutura” comum em relação a essas operações. Esse fato não só vale para 
esses dois conjuntos com essas operações mas para muitos outros, razão porque vamos estudá-los 
simultaneamente, Esses conjuntos serão chamados espaços vetoriais. 


2.2 ESPAÇOS VETORIAIS 


Seja um conjunto W, não-vazio, sobre o qual estão definidas as operações adição e multi- 
plicação por escalar, isto é: 


Vu voe V utve V 


Yaoc KR, Vuc Y, que V 


O comunto V com essas duas operações é chamado espaço vetorial real (ou espaço vetorial 
sobre IR) se forem verificados os seguintes axiomas: 
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A) Em relação à adição: 
A) (utwytw=ut(vtw), Vu v, we V 
A) utv=v+tuy, Vu, ve V 
A) d0€ V, VuEV, u+Q=u 


Ag) Vuc V, I(-uje Vo u+(-u)=0 


M) Em relação à muitiplicação por escalar: 
M;) (aB)u=a(fêu) 
M;) Ca +B)u=ou+Bu 
M,) a(u+v)=au+o 
M4) lu=u 


para Vu, vê Ve Va, Be R. 


Observações 


1) Os elementos do espaço vetorial V serão chamados vetores, independentemente de sua 
natureza. Pode parecer estranho, e à primeira vista não deixa de ser, o fato de se chamar de 
vetores os polinômios (quando V for constituído de polinômios), as matrizes (quando Y for 
constituído por matrizes) os números (quando V for um conjunto numérico), e assim por diante. 
A justificativa esté no fato de as operações de adição e multiplicação por escalar realizadas com esses 
elementos de natureza tão distinta se comportarem de forma idêntica, como se estivéssemos 
trabalhando com os próprios vetores do Rº ou do Rº. Assim, a familiaridade que temos com 
os vetores do Rº e do Rº terá continuidade nesses conjuntos. chamando seus elementos também 
de vetores. 


2) Se na definição acima tivéssemos tomado para escalares o conjunto € dos números 
complexos, V seria um espaço veroria! complexo. Daqui por diante, salvo referência expressa 
em contrário, serão considerados somente espaços vetoriais reais. Assim, quando se disser que V 
é um espaço vetorial, deve ficar subentendido que V é um espaço vetorial sobre o comunto R, 
dos números reais. 
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Exemplos 


1) O conjunto V=IRº=((x,y)/x,y€ IR) é um espaço vetorial com as operações de 


adição e multiplicação por um número real assim definidas: 


Cu yidtio Vade FXo,Y + vo) 
(x, y)=(ax, av) 


Essas são as operações usuais de adição e multiplicação por escalar. 


Para verificarmos os oito axiomas de espaço vetorial, consideremos u=(X,, Yi) V=(X3,Y2) 


e w=(xa, Y3) Tem-se: 


A) 


As) 


(utvtw= (Ou. yi) to, ya) + (xa, ya) 
(utvitw=(lx txo,ya ty) +(Xa, Ya) 
(ut tw=(( +xz)txa, (ya ty) ty) 
(utvbtw=(x HO txa), ya + (Vo tY3)) 
(utvtw=(Xyi)tOo txa, yo ty) 
t+ w= (O, ya) + Oo, yo) f (xa. Y3)) 


(utvtw=u+(v+w) 


Ltv=(X,y1)+ (xo, 2) 
utv=(X, +txo,Y ty) 
utv=(x, +x,,Y ty) 
Utv=(Xo.ya)+(X,, Yi) 


u+v=v+u 


As) HO=(0,0)€ IRº, Vuc Rº, u+0=(x,,y1)+(0,0) 


As) 


u+0=(x, +0,y, +0) 
u+0=(x,,Y1) 


u+ih=u 


Pu=(x,y))E R*, dt-uj=(-x,,-vi/) E Rº, 
u+(-vi=(Xy,yi)+t(-x1.-y1) 
u+(-u)= (xy -X,Y1-Y1) 


u+(-u)=(0,0)-0 


Espaços vetoriais £ 


M,) (8) u = (c8) (xi, y1)= (08) x, (28)y1)= (u(Bx,) (By) 
(aB)uc-a(Bx,, By, )= a(B(xr,y4)) 
(x8)u=a(Bu) 

M.) (a+rBJu=(a+B) (x,y )= (out bx, (o +B)y,)= (0x +Êx,,0y +tBy:) 
(ax+BJu=(ax,,ayi)t(Bx,Byi)= al, yi)tBC, 71) 
(e+BJju=au+Bu 

Ma) o(u+v)=a((xi, yi) +Ou, ya))= a(xy + XY + ya)= (m(x + xo), ly, + Y2)) 
o(u+v) =(QxX; tax Gy tayo)= (ax, Cy) + (0x2, avo) 
atu + v)=0(x,, yi)talxo,yol=autav 

Ma) lu= Hx ya) (xy. dy) = Ou, ya) 


lu=u 


2) Os conjuntos Rº?, Rº,..,R” são espaços vetoriais com as operações de adição é 
multiplicação por escalar usuais. Depois de verificados os oito axiomas de espaço vetorial para 
o Rº, os mesmos ficam também evidentes nos conjuntos acima citados. 


3) O conjunto IR em relação às operações usuais de adição € multiplicação por escalar. Os 
vetores, nesse caso, são números reais, e sabe-se que a adição de números reais verifica as proprie- 
dades A,,A,, As é As da definição de espaço vetorial. Assim, também, O produto de reais é um 


número real, e a operação multiplicação satisfaz os axiomas M,, Ma. Ma e Ma. 


4) O conjunto M(m,n) das matrizes m x n com as operações adição e multiplicação por 
escalar usuais. 


Em particular, o conjunto Mín, n) das matrizes quadradas, de ordem n, é um espaço 
vetorial relativamente às mesmas operações. 


5) O conjunto 
BR= [aotaxtaxi+..taxº;a E Ri 


dos polinômios com coeficientes reais de grau “n, mais o polinômio nulo, em relação às 
operações usuais de adição de polinômios e multiplicação por escalar. 


Em particular, o conjunto 
P, Tão tajx+ aagers a € IR | 


é um espaço vetorial relativamente às mesmas operações. 
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6) O conjunto 
V=[f: R— Ry 

das funções reais definidas em toda reta. Se f,gE Ve as R, define-se: 
ttg: RIR 


x ([+ g) (x) = f(x) + g(x) 


af: IK-— R 
x—— (al) (x) = el(x) 
ty) O comunto 
V=[(x,x')xe R] 
com as sptruçass definidas por: 


(X1. X7) (+) (x4, x5 )= (x) + x2, (Xi + xy) 
a () (x,x7)= (ax, 07x?) 


é um espaço vetoria! sobre R. 


Os símbolos (+) e (+) são utilizados para indicar que a adição e a multiplicação por escalar 
não são as usuais, 


8) QU conjunto 
V= x y)yx,y>05 
é um espaço vetorial com as operações adição e multiplicação por escalar definidas assim: 


(uy) O) (Mo, Yo)= (XX Xo, Yi X Yo) 


a) (6,7) = (18 y%) 
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O trabalho de testar os oito axiomas de espaço vetorial é um ótimo exercício para o 
leitor, o qual observará, por exemplo, que o elemento neutro da adição (+) (axioma As) é o 
vetor (1,1) e que o elemento simétrico (axioma As) de cada vetor (x, y)E Y é q vetor 


+ dd 
EE 
9) Seja o conjunto: 
Rº=((a babe KR) 


Vamos mostrar que o conjunto Rº são é um espaço vetorial em relação às operações 
assim definidas: 


(a b)j+(cd)=-(ate b+d) 
k(a, b)=(ka, b) 


Ora, como a adição aqui definida é a usual, verificam-se os axiomas A,, As», Às e Aq de 


espaço vetorial, conforme vimos no exemplo 1. Logo, devem falhar algum ou alguns dos axiomas 
relativos à multiplicação. Vamos testá-los. 


Consideremos: 


u=(Xoyi) v=(x2,y2) a, Be IR 


Termos, então: 


M;) (aB)u=(aB) (x,y )=((0B)x,,y,)= (a (8x), y1)= (8x Yi) 
(ab) u=a(B(x,.y/ )=a(Bu) 


(Este axioma se verifica.) 


Mo) totBju=(e+B) Oya) (out Bx,.yi)= (0x, + Bx,,Y1) 
outfu=a(X,, yYi)tblx,,y)= (ax, yi)t(Bxs,. yo )= (4x, +Bxy,, 2y1) 


Como se vê; 
(c+Bju*cu+fu 


e. portanto, não se verifica o axioma Ms, O que comprova ndo ser um espaço vetorial o conjunto 
de que trata esse exemplo. 
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2.3 PROPRIEDADES DOS ESPAÇOS VETORIAIS 
Da definição de espaço vetorial V decorrem as seguintes propriedades: 
1) Existe um único vetor nulo em V (elemento neutro da adição). 
Il) Cada vetor uE Y admite apenas um simétrico (-uj€E Y. 
WI) Para quaisquer u,v,w E V,se ut w=v+w,entãou =v. 
IV) Qualquer que seja vE V, temse: 
A=V)=Y 
isto é, o oposto de -vY é v. 
V) Quaisquer que sejam u, vE V, existe ume somente um x& V tal que: 
Urx=yv 
Esse vetor x será representado por: 
x=v-u 
VD Qualquer que seja ve V, tem-se: 
Dv = À 
Naturalmente, o primeiro zero é q número real zero, e o segundo é o vetor DEV, 
VII Qualquer que seja AE R, tem-se: 
AQO=0 
VII Av=O implica A=O ou v=0, 
IX) Qualquer que seja vE V, tem-se: 


(-l)v=-y 
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X) Quaisquer que sejam v E Ve K, tem-se: 


(-A)Jv=A(-v)=-(Av) 


2.4 SUBESPAÇOS VETORIAIS 


Sejam WY um espaço vetorial e S um subconjunto não-vazio de V. O subconjunto S é 
um subespaço vetorial de V se S é um espaço vetorial em relação à adição e à multiplicação 
por escalar definidas em V. 


Para mostrar que um subconjunto S é um subespaço vetorial de VW, deveríamos testar 
os oito axiomas de espaço vetorial relativos à adição e à multiplicação por escalar. No entanto, 
como S é parte de V, que já se sabe ser um espaço vetorial, não hã necessidade da verificação 
de certos axiomas em 5, Por exemplo, o axioma A; diz que u+tv=v+u, Fu,vE V. Ora, se 
a comutatividade da adição é válida para todos os vetores de Y, ela valerá, consequentemente, 
para todos os vetores de S. Existem outros axiomas de espaço vetorial merecedores de comen- 
tário idêntico. O teorema seguinte estabelece as condições para que um subconjunto S de um 
espaço vetorial V seja um subespaço vetorial de V. 


2.8.1 Teorema 


Um subconjunto 5, mão-vazio, de um espaço vetorial V é um subespaço vetorial de V se 
estiverem satisfeitas as condições: 


ly Para quaisquer u, vE S, tem-se: 
ut+ve 8 
il) Para quaisquer «E R, vuC S, tem-se: 


gue S 


Vamos mostrar que sendo válidas essas duas condições em S, os oito axiomas de espaço 
vetorial também se verificam em 8, 


De fato: 


Seja u um vetor qualquer de S. Pela condição H, au & S para todo «E R. Fazendo 
«=0, vem QUE Ss, ou seja, OE S (axioma As) Fazendo a=-l segue (-D)u=-uES 
(axioma As ). 
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Os demais axiomas A,, Às, My, Mo, Ms e My de espaço vetorial são verificados em S pelo 
fato de ser S um subconjunto não-vazio de V, 


Observação 


Todo espaço vetorial V admite pelo menos dois subespaços: o conjunto (0, chamado 
subespaço zero ou subespaço nulo, e o próprio espaço vetorial V. Esses dois são os subespaços 
triviais de Y. Os demais subespaços são denominados subespaços próprios de V. 


Por exemplo, os subespaços triviais de V=IR* são ((0,0,0): (veríficar as condições 
Ie II do teorema 2.4.1) e o próprio Rº. Os subespaços próprios do Rº são as retas e os planos 


que passam pela origem. 
Para V=IR*, os subespaços triviais são: ((0,0))! e R*, enquanto os subespaços próprios 
são as retas que passam pela origem. 


Exemplos 


D Sejam V=Rº e S=((xy) E R'/y=2x! ou S=[(x,2x);x ER), istoé, Sé o 
conjunto dos vetores do plano que têm a segunda componente igual ao dobro da primeira, 
Evidentemente, SÊ, pois(0,0)€ 8. 
Verifiquemos as condições 1 e II. 


Para u=(x,, 2x) )€ Se v=(x,, 2,)€ S, tem-se: 


Dutv=(xtx,,2x, +2x,)=(X +x5,2(X +X,)D)E S, pois a segunda componente 
de u+v é igual ao dobro da primeira. 


D) au=m(x,,2x,)=(0x,,2(0x)))E S, pois a segunda componente de au é igual ao 
dobro da primeira. 


Portanto, S é um subespaço vetorial de Rº. 


Esse subespaço S representa geometricamente uma reta que passa pela origem 
(Figura 2 4.18). 

Observemos que ao tomarmos dois vetores u e v da reta, o vetor soma u+Yv ainda 
é da reta. E se multiplicarmos um vetor u da reta por um número real «, o vetor «&u ainda 


estará na reta. 
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o 1) 


Figura 2.4. ta 


O mesmo não ocorre quando a reta não passa pela origem. Por exemplo, a reta: 
S=((x,4-2x), x€ R' 


não é um subespaço vetorial do R*, Se escolhermos os vetores u=(1,2) e v=(2,0) de 
S, temos u+v=(3,2)€ S (Figura 2.4,1b). 





Figura 2.4.1b 
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Observemos ainda que cu É S, para «1. 


Os exemplos destas duas últimas retas sugerem. para qualquer subconjunto 5 de um 
espaço vetorial V, que: sempre que 0$ S, S não é subespaço de V. Aliás, esse tato é 
sempre útil para detectar, muitas vezes de imediato, que um subconjunto S não é subespaço 
vetorial. No entanto, não nos enganemos pensando que, se 0€ 5, 5 é subespaço, pois 
podemos ter 0ES sem que S seja subespaço. E o caso do subconjunto 


S=[(x:|x|); xe R+c Rº 


Observemos que (0,0)E S e que, se tomarmos os vetores u=(3,3) e v=(-2,2) 
de S, teremos u+v=(1,5)É S (Figura 2.4. .1c). 








o. 
1 
| 
i 
I 


Figura 2.4.ic 


Observemos ainda que au É S, « <0. 


Qbservação 


Nos exemplos trabalharemos somente com conjuntos não-vazios, ficando dispensada a 
necessidade de mostrar que o conjunto é não-vazio. 


2) Sejam V=Rº e 


S=([(x.y,2)/€ Rºfaxtby+cz=0! 
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Nesse caso: 


u=(x1,Y1,Z/)€ S implica dA | + by; + CZ] = 


v=(x,,Y3,7)€ 8 implica ax, + by, + cz = O 
[ Somando essas igualdades, resulta: 
a(xy txo)tbly, tya)te(z; tZ,)=0 
e essa igualdade mostra que: 
utv=(x tx,Y ta 2Z ta) s 
pois as coordenadas de u + v satisfazem a equação 


ax +tby+cz=0 


1) Por outro lado, 
Qu(GX,Uy,, AZ )E S 
pois, SE: 
ax, +tby; tcz 0, 
então: 
a(ax, + by, + cz; )= «0 
ou: 
atoxy;)t+b(ayy)+tciaz;)=0 
o que vem mostrar que as coordenadas de au satisfazem a equação ax+by+cz=0. 


Logo, S é um subespaço vetorial de Rº. Esse subespaço S representa um plano 


qualquer passando pela origem no Rº, é 
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3) Sejam V=Rº 


S=((x,y,2z,0); x, y,2€ R! 


isto é, 8 é o conjunto dos vetores de Rº que têm a quarta componente nula. 
Verifiquemos as condições le II de subespaço. 


Para u=(x,,Y,,21,0)€ Se v=(x2,72,.2.0)€ 5, tem-se: 
D) utv=(X +tXa,Vity2,Z t2,,0)E S. pois a quarta componente de u+v é nula. 


DD) qu=(ax,,ay,,0%z;,0)€ S, pois a quarta componente de au é nula. 


Logo, S é um subespaço vetorial de R*. 


4) Sejam 
| a b 
V=M(2,2)=41 “ abc, de IR 
+ d 
e 
a b 
S= :“- a be R 
Q Õ 


Isto é, S é o conjunto das matrizes quadradas, de ordem 2, cujos elementos da segunda linha 
são nulos, 


Para quaisquer 


di Dy da bo 
uz es, v = | ES e «E IR 
Q Ú Ú Q 
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o qu qe a SMS 


tem-se; 
Dutves 
NI) que Ss 


Logo, S é um subespaço vetorial de M(Z, 2). 


Observação 
É interessante observar que se tivéssemos considerado V=IR* e 


S= (a,b,0,0ka, be IR... 
o raciocínio seria idêntico ao que foi feito para as matrizes acima. 


5) Sejam V=M(n,n), B uma matriz fixa de V e 


S=[A€E Mín, n)/AB=0) 


isto é, S é o conjunto das matrizes que, multiplicadas à esquerda por B, têm como resultado 


a matriz nula. 
Então: 
A, E S implica A,B=0 
A, E S implica A,B=0 


DB Somando essas igualdades, vem: 


AB+ A, B=0 
ou: 

(A, +A)JB=0 
e, portanto: 


AjtA, E 5 
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IH) Multiplicando por o real a primeira igualdade, vem: 


a(A,By=a0 
Qu: 

(2A,)B=0 
e, portanto: 

qAjE Ss. 


Logo, 3 é um subespaço vetorial de M(2, 2). 
6) Sejam V=M(3,1) & 


5 o conjunto-solução de um sistema linear homogêneo a três variáveis, 


Consideremos o sistema homogêneo 


3x + dy - Dz=0 
xt y- 2z=0 
Xx- vt3Z=0 
Fazendo: 
3 4 x 
AI2 1 d,X=|y Es = 
L - 3 Z 


O sistema, em notação matricial, será dado por AX=0, sendo X elemento do conjunto- 


solução 5. 
Se 
xs Ka 
u=XA, = Vi e v=X, = Va 


LI E, 
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E ———————— E e e TT E SL É — SS SE sa 


são soluções do sistema, então: 
AX, = O e AX =) 


1) Somando essas igualdades, vem: 


AX, + AX, = O 
ou: 

A(X: + X,1=0 
o que implica 

Xi +tAGES 


isto é, a soma de duas soluções é ainda uma solução do sistema. 


II) Multiplicando por « real a primeira igualdade, vem: 


a(AX,) = 00 
ou: 
A(aX,) = 


o que implica 
As Ec 5 


isto é, o produto de uma constante por uma solução é ainda uma solução. 


Logo, o conjunto-solução S do sistema linear homogêneo é um subespaço vetorial de 
M(3,1). 


Observações 


1) Esse conjunto-solução S pode também ser considerado subespaço de Rº, pois um 
vetor (x,Y,Z)€E IR* tem notação matricial: 
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2) Esse subespaço S é também chamado espaço-solução do sistema AX = 0. 


3) Se tivermos um sistema homogêneo de m equações lineares com n variáveis, 0. 
espaço-solução será um subespaço de R”, 


4) Se um sistema linear é ndo-homogéneo, o seu conjuntosolução S não é um subespaço 
vetorial (verificação a cargo do leitor). 


7) Sejam V=R? 


S= [(x,y); x> 0) 


isto é, S é o conjunto dos vetores de Rº cuja primeira componente é positiva. 


sendo 
u=(x1,Y1), X: > Ú, Ê 
v=(x,,72) X 20 


vetores quaisquer do S, temos: 


Dutv=(M +x,.Y ty,))E S pois x, tx, 0, isto é. a soma de dois vetores com a 
primeira componente positiva é um vetor cuja primeira componente é também positiva. 


ID au= (ax, ey) É S quando « SO, isto é, nem sempre o produto de um vetor com 
a primeira componente positiva por um número real a resulta um vetor cuja primeira 
componente é positiva. Por exemplo, u=(3,49)€ S e -2(3,-4) =(-6,8) É 5. 


Logo, S não é subespaço de Rº. 


Para chegar a essa conclusão poder íamos ter usado o fato de que (0,0) z S (imediata). 


2.4.2 Interseção de dois Subespaços Vetoriais 


Sejam Sj e S, dois subespaços vetoriais de V. A interseção S de S, e S,, que se 
representa por S=S, MN 3, éo conjunto de todosos vetores ve V taisque ve S, e ve 8. 
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DS in CR ES AE —i fit 


2.4.2.1 Teorema 


A interseção S de dois subespaços vetoriais 5, e 5 de V é um subespaço vetorial de 
V. De fato: 


1) se u, ve S, então utvE &; 


se uv E S, então U+VE da. 
Logo: 
utvesS, MS =S 

II) Para qualquer AE RB: 


se vE &,, então AvE S&S; 


se vE S,, então Av E S. 
Logo: 


Ave SNS =8 


Exemplos: 


1) Seja V o espaço vetorial das matrizes quadradas de ordem 2: 


li 


» abede R 


Sejam S, e S, subespaços vetoriais de V: 


MS ) abe K 
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e ; ace R 


A interseção S=S, NS, é um subespaço vetorial de V: 
a Q 


o o 


2) Seja o espaço vetorial ERº=((a,b,c); a,b ce RJ e os subespaços vetoriais 
S/=1(a,b,0); a,be Rj) e S=[(0,0,0); ce R+. A interseção SNS é o 
subespaço vetorial S=1((0,0,0)+=(0+. 

2.4.3 Soma de dois Subespaços Vetortais 
Sejam S;, e S; dois subespaços vetoriais de V. A soma S de S, e S, que se repre- 

senta por S=S, t+ S,, é o conjunto de todos os vetores ut v de V taíisque u€ S, e vE 5. 

2.4.3.1 Teorema 


A soma S de dois subespaços vetoriais S; e S; de V é um subespaço vetorial de V. De 
fato: 


D se u;,u € S,, então u, tu E Si; 
se vi, V, É S,, então v;, tv; E S. 
Por outro lado: 

Un +nES 
LU tw Es 
logo; 


Cu tvibt(u, tv) (lu tult(vi +tv)E SS, t5=5 
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[) Para qualquer A€ R: 


se u, E S,, então Au, E 5; 


se v,E S,, então Av, €E S.. 
Por outro lado: 

u tvrES 

logo: 


Au, +v))=Am tAv, E S/+8,;=S 


Exemplos 


1) A soma S dos subespaços vetoriais S, e S referidos no exemplo | de 2.4.2.1 é um 
subespaço vetorial de V: 


S E + ab,ce R. 


2) Sejam os subespaços vetoriais S, = f(a,b,0); abe Rj e S,=((0,0,c);ce R! do 
espaço vetorial Rº =((a,b,c);a,b,ce RJ. 


A soma S, + S, é o subespaço vetorial S= ((a,b,c);a,b,cE& R$, que, no caso, é 
o próprio Rº. 


2.4.4 Soma Direta de dois Subespaços Vetoriais 


Sejam S, e 8, dois subespaços vetoriais de V. Diz-se que V é a somadireta de S, e 
S,, eserepresentapor V=S, DO S,, se V-S,+8, e S&S NS,=(0). 
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4.4.4.1 Teorema 


Se WY é a soma direta de 8, e S,, todo vetor ve V se escreve, de modo único, na 


torma: 
v=Ut+w 
onde : 
ue S, e we 5; 
De fato, de V-S, (Sa, vem, para qualquer ve V: 
v=u+w, onde UE S, e vE 5 (24,4.1-1) 
Suponhamos que v pudesse exprimir-se também pela forma: 
v=u +w, onde u' E S, é wE Sa | (244. 1-0) 
já igualdades 24 4.]-Je244.1II clinálioas escrever: 
urw=u +w 
ou: 
u-U=w-w 
onde : 
u-vE S, e w-wE 5, 
Tendo em vista que S, NS,= (05: 
u-u=w-w=0 
isto é: 


J 


uu e w=w 
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Exemplo: 
O espaço vetorial Rº=f(a,b,c); a,b.ce RJ é a soma direta dos subespaços vetoriais: 
S,=((a,b0);abe Rj) e 8S,=([(0,0,0); ce RJ 


pois qualquer vetor (a,b,cie R* pode ser escrito como soma de um vetor de S, e um vetor 
de S, de modo único: 


(a, b,c)=(a,b, 0)+(0,0,c) 


e, portanto: 


Rº=8, (HS, 


2.5 COMBINAÇÃO LINEAR 


Sejam OS vetores Vi, Yo, ..., vo do espaço vetorial V ecosescalares aj, d4,..., a Qualquer 
vetor v E V da forma: 


V=ayVy tava Tg Ed 


é uma combinação linear dos vetores Vi, Va, ..., Vo 


Exemplo 


No espaço vetorial P, dos polinômios de grau «2, o polinômio v=7x* + Ilx-26 é 
uma combinação linear dos polinômios; 


m=Sx -3M+2 e v=-2x]+5x-R 
De fato: 
v= Iv, t dy 
Isto é: 
Do + Ilx-26=3(5x] -3x+D+4(-2xº +5x-8) 


7x] +1lx-26=15xº - 90x + 6-8xº +20x - 32 
7xº + IIx-26=7xº + 1lx - 26 
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2.5.1 Problemas Resolvidos 


Para os problemas de | a 4, consideremos, no Rº, os seguintes vetores: v; =(1,-3,2) 
evo =(2,4,-l). 


|) Escrever ovetor v=(-4,-18,7) como combinação linear dos vetores v; € va. 


Solução 
Pretende-se que: 
V=ayvi tasvs 
sendo a, e a, escalares a determinar. Então, devemos ter: 
(-4,-18,7)=2,(1,-3,2)+ as(2,4,-1) 
ou: 
(-4,-18,7)=(a,,-Ja;, 224) + (Das, das, -25) 
ou: 
(-4,-18,7)=(ay t 2a,,-3a, t+ das, 2a, - 2) 
Pela condição de igualdade de dois vetores, resulta o sistema: 
a, + Za, = -4 
-Ja, + da, = -18 
Za - aq =? 
cuja solução é 24 =2 e aq =-A. 
Portanto, 


v= dv, - Iva 
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Observação 
Esse sistema e outros deste Capítulo estão resolvidos no Apêndice. 


2) Mostrar que o vetor v=(4,3,-5) não é combinação linear dos vetores v; € Vo. 


Solução 
Deve-se mostrar que não existem escalares a, e a, tais que: 
V=a1% Taãava 
Com procedimento análogo ao do problema anterior, temos: 
(4,3,-6)=a(1,-3,9)+ a; (2,4,-1) 


de onde resulta o sistema: 


a, +2ay = 4 
-Say + da, = 3 
£ã| - ds = «b 


Observemos que esse sistema difere do anterior pelos termos independentes. Como é 
incompatível, o vetor v não pode ser escrito como combinação linear de v, e Va. 


3) Determinar o valor de k para que o vetor u=(-1,k,-7) seja combinação linear de 
vi m Va, 


Solução 
Devemos ter: 
U=av, Taro 
ou: 


(-1, k, -7) E all, -3, 2) + as (2, 4, -1) 
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de onde vem à sistema: 


4 + Za, = «| 
-381 + da, = k 


2ã1 - da =—7 


do qual resulta, como solução do problema proposto, k = 13 (ay =-3 e a; - 1). 


De fato: 


(-1,13,-D=-3(1,-3,9)+ 1(2,4,-1) 
(-1,13,-D=(-3,9,-6) +(2,4,-1) 
ERIC A): 


4) Determinar a condição para x, y e z de modo que (x,y,z) seja combinação linear dos 
veLOTes v, E Va. 

Solução 
Devemos ter: 
(x,y.2)=a(l,-3,2) + an(2,4, -1) 

de onde vem o sistema: 


d4 + Za» =x 
-Sa, + day =Y 


dj - da = £ 


O vetor (x,y, Z) somente será combinação linear de v; e v, se o sistema tiver solução, € 
isto somente ocorre se; 


x-y-lz=0 
ou: 


x=v+ 2 
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Assim, todos os vetores (x,y,2) E IR?, que são combinações lineares de v, e v>, têm 


a forma: 


(y + 2z,Y, 2) 


com vz E R. 


Podemos fazer a interpretação geométrica desse resultado. Observemos que Os vetores v, E 
vo não são colineares. O vetor a;v, tem a direção de v,, eo vetor a;va, a direção de va. 
Lopo, todos os vetores (x,y,z) E Rº dotipo 


(x,y. Z)= ay Vi; + ao%o 


formam um plano 7 que passa pela origem conforme sugere a figura 2.5.1. Esse piano tem equação 
x-y -2z=0, que estabelece a condição solicitada entre os componentes x, y e Z. 





X Figura 2.5.1 


5) Mostrar que o vetor v=(3,4)€ IR* pode ser escrito de infinitas maneiras como combi- 
nação linear dos vetores v; = (1,0), vw, =(0,1) e va —(2,-1). 


Solução 


Tern-se: 


(3,4)-=a(1,0)+ b(0, 1) + c(2,-1) 


dá Alvebra limegr 





donde: 
| q des 
D- c=4 
ou: 
| a= 3-2 
b=d+ c 


e, portanto, para cada valor de c obtém-se um valor para a e outro para b, 


2.5.2  Subespaços Gerados 


Seja V um espaço vetorial. Consideremos um subconjunto A=[v,,Yz,.,Y. 1 CY, 
AH. | 


O conjunto S de todos os vetores de VY que são combinações linçares dos vetores de A é 
um subespaço vetorial de V. 


De fato, se: 


é dy 4 + da W> Potato 


v= b,v tbavo +... + by 

são dois vetores quaisquer de 5, pode-se escrever: 
utv=(a tby)vi tia tbabvat..tia tb)v 
au=(wa)v tima)vot..t(ga )v. 


Tendo em vista que u+vE S e que ques, por serem combinações lineares de 
Vis Vos cos Voo conciui-se que S é um subespaço vetorial de Y, 


simbolicamente, o subespaço S é: 


S=(ve Vv-amt.tavto U,..,3,€ R$ 
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Observações 


1) O subespaço S dizse gerado pelos vetores vi, va,..., Y» OU gerado pelo conjunto A, e 
Iepresenta-se por: 


S= [vivo Y.] ou S=G(A) 


rm Ti 


Os vetores Vi, Va,..., Y 


. são chamados geradores do subespaço S, enquanto A é 


o conjunto gerador de 5. 
2) Parao caso particular de A=q, define-se: [p]= [05. 
3) ACGA), ouseja, Lv, Y,i € [vi Yn]. 


4) Todo conjunto AC V gera um subespaço vetorial de V, podendo ocorrer G(A)=V 
Nesse caso, À é um conjunto gerador de V. 


Exempios 


1) Osvetores i=(1,0) e j=(0,1) peram o espaço vetorial R*, pois qualquer (x,y)€ Rº 
é combinação linear de i e j: 


(x, y)=xityj=x(1,0)+y(0, 1)=(x,0)+(0,9)= (x,y) 
Então: 
[1,5] = R$ 
2) Osvetores i=(1,0,0) e j=(0,1,0) do Rº geram o subespaço 
S=((x,y,0€ R'/x,y E RJ) 
pois: 
(x, y,0)=x(1,0,0)+ y(0,1,0) 
Então: 


[1,)]=S é um subespaço próprio do Rº e representa, geometricamente o plano xOy. 
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3) Osvetores e, =(1,0,0), e =(0,1,0) e es =(0,0,1) geram o espaço vetorial Rº, pois 
qualquer v=(x,y,27)€ Rº é combinação linear de e,,e; e es: 


(x,y, 2)=x(1,0,0)+y(0,1,0)+ z(0,0, 1) 
ou: 


V— XE 27 VÊs + Lê 3 


Então: 


fes, 2, €3] E Rº 


Observação 


Antes de resolvermos alguns problemas e fornecermos certas interpretações geométricas, 


atentemos para um fato importante, 


Dados n vetores vi, ..., Y, de um espaço vetorial V, se wE V é tal que 


W=ajVi +. tava 
então: 
[vos os Ypo W1 = [ras YA] 


pois fodo vetor v que é combinação hnear de vi, 


Vi, 10% LET 


cs Yn W é também combinação linear de 
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Supondo que: 
vE vi... Yn, W], então existem números reais b;, -.., Dn, D 
tais que 


v=b,v, +... + bnYn + bw 


mas 
w=av, tf...TanyYa 
Logo: 
ou 
W-= (b; + a, Db); NR dani (br + anD )Yn 
e, portanto, v é combinação linear de v4,..., Yn, Isto é, 


v E [vi Yn] 
À reciproca, ou seja, 
sevelv, ..., Yn) então ve [vç ..., Yo W] 
é trivial, pois 
se v=agvit... +anyn, então v= av; +... tanto + Ow. 


Assim, sendo S um subespaço gerado por um conjunto A, ao acrescentarmos vetores 
de S a esse conjunto A, os novos conjuntos continuarão gerando o mesmo subespaço 5. Esse 
fato faz entender que um determinado subespaço 5 pode ser gerado por uma infinidade de 
vetores, porém existe um mimero minimo de vetores para gera-lo. 


2.5.2.1  Prablemas Resolvidos 
6) Seja V-R., Determinar o subespaço gerado pelo vetor vw =(1,2,3). 
Solução 


Jemos: 


im] =[(xy,2)€ Rº/(xy,2)=2(1,2,3), 2€ R$ 
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Da igualdade: 


(x,y, 27 =a(l,2,3) 


vem 

Xx= a 

v=2a 

z=ã3a 
donde 

v= Zx 

Z = 3X 

Logo, 

[my]=t(x,y,7) E Rº/y=2x e 2z=3x) 
ou 


[m]=-1(x2x,3x); x€ RJ 
O subespaço gerado por um vetor v E Rº, v * O, é uma reta que passa pela origem 
(Figura 2.5.2a). Se a esse vetor acrescentarmos va, Y3...., todos colinegres entre si, o subespaço 


gerado por 2,3,... vetores continuará sendo a mesma reta: 


[vil = [vi va) = [mova,va] =... (Figura 2.5.2b) 





X Figura 2,5.2a x Figura 2.5.2b 
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7) Seja V=IR*. Determinar o subespaço gerado pelo conjunto A = [v;, vz2+, sendo 
v=(1,-2,-l)e vo =(2,1, 1). 


Solução 
Temos; 
[vm va]= [(xy,27)€ RKx,y, D)=a(1,-2,-1)+a2(2,1,1,83,% E R) 
Da igualdade acima, vem: 


Lj + 2a) = X 
- 281 + do mk é 


-d Tr do EL 


O vetor (x,y,Z) € [v,, vz] se, e somente se, o sistema tem solução. e isto somente ocorre 
quando x + 3y -5z=0 (exercício a cargo do leitor). 


Logo: 

[vi Va] = L(x,y,£) = Rº/x+3y-52=0] 

O subespaço gerado pelos vetores v;, vy € Rº, não-colineares, é um plano 7 que passa 
pela origem (Figura 2.5.2c). Se a esses dois vetores acrescentarmos vs, va. ..., todos coplanares, 


o subespaço gerado por 3,4,... vetores continuará sendo o mesmo plano x: 


[vis va) =[visvasva]= [vivos va, va) =... (Figura 2.5.29) 





Figura 2.5.2c Figura 2.5.2d 
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8) Seja V=IRº. Determinar o subespaço gerado pelo conjunto A = Í(vy,v>, Ya), sendo 
VS ll), wv=(1,1,0ye va=(1,0,0). 

Solução 
Para todo vetor (x, y,Z) € [vi Va, Ya], tem-se: 
(x,y, z)=a(2, 1,1)+as(1,1,0)+a3(1,0,0) 

Desta igualdade, vem: 


4] ta; taz=X 


d + a, = y 
ad — 
Qu: 
À] = z 
da Ye Z 
day A - y 
Portanto: 


(xy, D=20,1,D+(y-20,1,0)+(x-9)(1,0, 0) 


e, por conseguinte, os vetores v,,v, e va geramo Rº, pois cada vetor do Rº é combinação 
linear dos vetores dados. 


Logo: 

(vi, vo, Va )= IR 

O subespaço gerado por três vetores nao-coplanares é o próprio Rº (Figura 2.5.2). Sea 
esses três vetores acrescentarmos va, Ys,... quaisquer, o subespaço gerado pelos 4,5,... vetores 


continuará sendo o próprio IR: 


|v1, Y2, Y3) [vi Va, Va, Va) =... 
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Figura 2.5.2e 


9) Mostrar que o conjunto A=((3,1),(5.2)! gera o Rº. 


Solução 


Vamos mostrar que todo vetor (x,y) € IRÉ é combinação linear dos vetores do comunio 


A, isto é, sempre existem os números reais a; € à, tais que: 
(x, y) e 21403, 1) + 2205, 2) 
Daí vem o sistema: 


Ja + 5a = A 


aq +28; =Y 
que, resolvido em termos de x e y, fornece: 
agslx-5v e a =3y-X 
Fortanta: 
(x, y)= (2x - Sy) (3, D+OGy -)06, 2) 
isto é: 


CA =IR 
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10) Sejam V=M(2,2) e o subconjunto 
-1 E 5 = 
“2 Bl]stid 1 


Determinar o subespaço G(A). 


Solução 


Para todo vetor 


A A 
vs E G(A), 
Z t 
tem-se: 
X Y -10 2 3 «1 
= + b 
z t -2º 3 ] | 


e dai o sistema: 


- a + 3b=X 
Za - b=y 
«Za + b=z 
at b=1 


que é compatível se: 
Z=-y e x=-Dv+t 
Logo: 
-Jy+tto o y 


G(A) = Y te R 
= t 
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26 ESPAÇOS VETORIAIS FINITAMENTE GERADOS 


Um espaço vetorial V é finitamente gerado se existe um conjunto finito À, ACV, tal 
que V=G(A). 

Com exceção do Exemplo 6 de 2.2, os demais exemplos de espaços vetoriais citados até 
aqui são finitamente gerados. Por exemplo, vimos que O Rº é gerado pelo conjunto finito de três 


vetores 


A=((1,0,0) (0,1,0), (0,0, 1): 


pois, para todo (x,y, 27) € IR”, tem-se: 
(x, y, 2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2z(0,0, 1) 


Em nosso estudo trataremos somente de espaços vetoriais finitamente gerados. 


Um exemplo de espaço vetorial que mão é finitamente gerado é o espaço P de todos os 
polinômios reais. 

Na verdade, dado A= (pr... Pa! CP, onde p; é um polinômio de grau i e Pp O de 
mais alto grau, qualquer combinação linear 


ap taopz +T..+asPn 


tem grau <n. Assim, o subespaço [p;,... pp) contém somente polinômios de grau menor 
ou igual ao grau de p,. Como P é formado pur todos os polinômios, existem nele polinômios 
de grau maior que o de p,. Logo, G(A) =P para todo conjunto finito ACP, 


2.3 DEPENDÊNCIA E INDEPENDÊNCIA LINEAR 


No problema 8 de 2.5.2.1, chamamos a atenção para o fato de que o espaço vetorial Rº pode 
ser gerado por três vetores, ou também por quatro, ou por cinço etc. Assim, três vetores cons- 
tituem o número mínimo necessário para perar o IRº, No entanto, quatro, cinco ou mais 
vetores podem gerar o IRº. Porém, nesse caso, sobram vetores no conjunto gerador. Em nosso 
estudo temos grande interesse no conjunto gerador que seja o menor possível, Para a determi- 
nação do menor conjunto gerador de um espaço vetorial, precisamos ter a noção de dependência 


e independência linear, 
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2.174 Definição 
sejam V um espaço vetorial e 
Ativos] CV 
Consideremos a equação 
Av +. tava =0 (2,7) 
Sabe mos que essa equação admite pelo menos uma solução: 
a =0, a =0,..,9,=0 


chamada solução trivial. 


O conjunto À diz-se linearmente independente (LI), ou os vetores vy,..., vn são LI, 


caso a equação (2.7) admita apenas a solução trivial 


Se existirem soluções a; *Q, diz-se que o conjunto A é linearmente dependente (LD), ou 


que os vetores vi,..., vp são LD, 


Exemplos 


|) No espaço vetorial V=IRº, os vetores v, =(2,-1,3), w=(-1,0,-2) e vs =(2,-3,1) 
formam um conjunto linearmente dependente, pois 


344 + dv, -V, =D 
ou seja: 
3, -1, 3) az 4(-1, 0,-2)- fa: 3, 1) =(0, Õ, 0) 


2) No espaço vetorial V=IRº, osvetores v; =(2,2,3,4), va =(0,5.-3,1) e vs =(0,0,4,-2) 
são linearmente independentes. De fato: 


a(2,2,3,4)+b(0,5,-3,1)+c(0,0,4,-2)=(0,0,0,0) 
(2a, 2a, 32,43) + (0,5b,-3b, b) + (0,0, 40, -2c0) = (0,0,0,0) 
(2a, 2a + $b,3a-3b+4c,42+b-20)=(0,0,0, 0) 


3) 
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isto é; 
2a = () 
2a + 5b =) 


da - 3b + de =U 
dar bb. Ze =Q 


O sistema admite unicamente a solução: 


a). b=0 e c=Q 


No espaço vetorial IR*, o conjunto (er, ez,es!, tal que e =(1,0,0, 8, =(0.1,0) e 
e; = (0,0,1). é LI 


De fato, a equação: 


dé + da É + dês =() 
ÚIl. 


a1(1,0,0)+a,(0.1,0)+32440,0, 1)=(0,0,0) 
transforma-se em: 

(a;, da. 43) (0,0,0) 

e, portanto 

ay=d, =as;=0 

Logo, o conjunto: 

[(1,0,0).(0,1,0),(0,0, 1): 


é LI 


De forma análoga mostra-se que os vetores 
e, =(1,0,0,.., 0), e, =(0,1,0,0.0,0) . ex SÃO UU cod) 


formam um conjunto linearmente independente no Rº 
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4)  Noespaço vetorial M(3, 1) das matrizes-colunas, de ordem 3 x !,0s vetores: 


I Ú Ú 
É! se Ô ; Ga — l ; Ea Err? () 
Ú Ú | 


são LI (verificação a cargo do leitor). 


5) No IR*, os vetores e, =(1,0) e e =(0,1) são LI. No entanto, os vetores e,,e, € 
v=(a,b) são LD. De fato: 


x(1,O+ryv(0O, D)+z(a b=(0,0) 
(x, 0) + (0, y) + (az, bz) = (0,0) 
(x+az, y + bz)= (0,0) 


Isto é: 
x + g2=0 
v+ bz=0 
O sistema admite ao menos uma solução não-trivial. Por exemplo, fazendo z= 1, vem: 


Logo: 
-a6, - be, tv=0) 


6+ No espaço vetorial M(2, 2), o conjunto 


é LD. 
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Examinemos a equação 


avitazvo Fasva SO (1) 


| 
5 
3 

| 
lu 
La 

] 
TN 
E 
oo 


di + às T da a 


ou, de modo equivalente: 


- q + 2d, + da 2d) = Sds - das () Ú 


- 381 + Jay ES EEE 2 A da () Ú 
e dai o sistema: 


- 4 T dd + ida =) 
241 & 3d * das = () 
Dava 34 + Days O 


a + a, =D 


cuja solução é a) =-d3 € da =-2as. 


Como existem soluções a = para a equação (1), o conjunto À é LD. 


Observação 
Vamos substituir a solução do sistema na equação (1): 
“avi — ddavo tagva 0 
UM. 
d3V4 + ZagVo — dava SÓ 


para todo a, € R 
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Dividindo ambos os membros dessa igualdade por a, * O, resulta: 
vi + Zva- va =0 
e dai. vem: 
Vi =-2v5 tva (v, é combinação linear de v, e vs) 
CHA. 
Vo = — ou + a (vo é combinação linear de v, e vs) 
ou, ainda: 
Va = Vy + dy; (Ya é combinação linear de v, e va) 


Como se observa, sendo A um conjunto LD, então 


um vetor de A é combinação linear 


dos outros, Esse fato e sua recíproca constituem o teorema seguinte. 


2.1.2 Teorema 


“Um conjunto A= (vi, Vi. 


é combinação linear dos outros,” 
A demonstração é constituída de duas partes: 


14) 


dy Ma Fo ta Eh AD 


deve ser diferente de zero. Supondo que a, + O, vem. 











dj Vi = -1 v4 -— a dj] Vj= a di+ 1 vi+) = GEMA dn 
OI. 
d] dij-j dj+ 1 dr 
My. Ee + —ms 1 fas EE V: na Vv: as aí 
] I 1-1 S 1+1 
do d; do di 


1 Vn o é LD se, e somente se, pelo menos um desses vetores 


Seja À linearmente dependente. Então. por definição. um dos coeficientes da igualdade: 


c. portanto, v, é uma combinação linear dos outros vetores. 
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24) Por outro lado, seja v, uma combinação linear dos outros vetores: 
mEbyv to tbpavia tbpravira +. + bay 
ou, ainda: 
by) Fo tDovi o tvitDirivira to tbava =0 
e, portanto, a equação 
byvy te t(-lv, +... tbnyvgO 
se verifica para b, * 0. No caso, b;=-1. 
Logo, A é LD. 
Observações 
1) Esse último teorema pode ser enunciado de forma equivalente: 


“Um conjunto A= (vi, .,Yn! é Lise. e somente se, nenhum desses vetores for 
combinação linear dos outros,” 


2) Para a caso particular de dois vetores, temos: 


“Dois vetores v, e v, são LD se, = somente se, um vetor é múltipto escalar do 
outro. 


Por exemplo, os vetores 


A EEE (1, -2, 3) a Li E (2, -4, 6) 


são LD, pois 
V o 
a 

ou: 


Va = PA 


so digebra linear 


enquanto: 
vm =(1,-2,3) e vw =(2,1,5) 
são LI, pois 


vi É kv; 
para todo ke IR 


3) Nos gráficos a seguir apresentamos uma interpretação geométrica da dependência linear 


de dois e três vetores no IRº. 





(vivo) é Ll 





(v. e vy estão representados na mesma reta 
que passa pela origem) 





Ira va toe LD 





RA 
(vi, Y2 € vz estão representados no mesmo 
plano que passa pela origem) 
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2.7.3 Problemas Resolvidos 
1) Verificar se são Ll ou LD os seguintes conjuntos; 
ã) C M(2,2) 
-=4 -5 | atriz -9 | 


b) ((2,-1).(1,3)) Cc R 
co) 1(-1,=2,0,3),(2,-1,0,0),(1,0,0,0)! CR 
de É HE. ES dera, Starr | EB 


Solução 


a) Como o conjunto tem apenas dois vetores com um deles sendo múltiplo escalar do outro 
(o segundo vetor é o tríplo do primeiro), o comjunto é LD, de acordo com a Observação 2 do 
Teorema 2.7.2. 


b) Tendo em vista que um vetor não é múltiplo escalar do outro, o conjunto é LI 
Mesmo que fôssemos examinar à igualdade: 
a(2,-1) + b(1,3)=(0.0) 

concluir íamos que o sistêmia 


22 + b=0 
-a+3h=0 


admite somente a solução trivial, o que vem coniirmar ser O conjunto LI. 
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c) Consideremos a equação: 


a(-L,-2,0,3)t b(2,-1,0,0+c(1,0,0,0)=(0,0,0,0) 


Portanto: 
- at 2brc=0Q 
-24- b = 
ia = Q 


Como o sistema admite apenas a solução trivial: 
a=b=c=0. 
o conjunto é LI 
d) Seja a equação: 
a(lt2x x) +b(2-x+3Ix9)+ clã. 4x + 7x) )=0 (1) 
ou: 
(a+2b+3c)+(2a-b-de)x+r(-a+3b+r7c)x] =0+0x + 0x? 


Peto princípio da identidade de polinômios, vem: 


a+2b+ 30=0 
2a - b-de=0 
-a+ 3b+ Fc=0 


Como esse sistema admite outras soluções além da trivial, o conjunto é LD. 
Observação 
O leitor deve ter notado que a variável x nos polinômios desse problema não desempenha 


nenhum papel no cálculo. Com o objetiva de simplificar. a cada polinômio dotipo aç tax + 24x, 
associa-se a terna (ag, à. 95) 
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Assim, à igualdade (1) desse problema poderia ter sido escrita assim: 


a(r,2.-D+b(2,-1.3)+0(3,4,0=(0,0,0) 


Simplificações análogas a essa podem ser feitas, por exemplo, associando: 


Dagtaxtax + ax] E P, com (aç,a;.8,4a3)€ Rº 


E M(2,29) com (abe de R 


3hatrex E P com (a,0.0) & IRº 


e assim por diante. 


12) Provar quese u e v são Ll então ut+v e u-v também o são. 


Solucão 

Consideremos a igualdade 

alu+w+blu-v)=0 (2) 
da qual resulta 

(a+bju+(a-biv=0 (3) 


Como ue v são Ll. nessa igualdade (3) deve-se ter; 


a+ b=0 


q = = 


sistema que admite somente a solução a = b=hb. Logo, pela igualdade (2), u+tv e u-v são LL 
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13) Determinar o valor de k para que o conjunto 
((1,0, -1).tl. 1, O), (k, 1,-1)) 


seja LI 


Solução 
OQ conjunto será Ll se, e somente se, a equação 
aC, 0,-D+b(l,1,0+c(k, 1,-1)=(0,0,0) 


admitir apenas a solução a= b=c=0Q Dessa equação, vem: 


at b+kc=0 
b+ c=0 
-2 “Co 


Para que esse sistema admita apenas a solução trivial, deve-se ter k & 2 (a cargo do leitor), 


Logo, o conjunto será L] se k 2. 


2.1.4 Propriedades da Dependência e da Independência Linear 
Seja VW um espaço vetorial. 
| Se A=[v:CVevaãoOl então A éLIL 
De fato: 
Como v*Q, a iguaidade 
av= O 


só se verifica se a =). 
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Ubservação 


Considera-se, por definição, que o conjunto vazio àp é LI 


II) Se um conjunto AC Y contém o vetor nulo, então A é LD. 
De fato: 

Seja o conjunto A= vi Ds Wado 

Então, a equação 

Ovy ta tad+..+0v, 0 


se verifica para todo a 0. Portanto, A é LD. 


[[I) Se uma parte de um conjunto AC V é LD então À é também LD. 
De fato: 
Sejam A=1AVi,esYphoYn) €a parte 
Alva ri CA A é LD 
Como A, é LD, existem a; * O que verificam a igualdade: 
avi te. ta v =) 
e esses mesmos a, * O verificam também a igualdade 
Av t..tay tOvag +. +tQv, = 
Logo, A= Vicio Yo Yn1 É LD. 
EV) Se um conjunto A C V é LI qualquer parte A, de A é também LI 


De fato, se A, fosse LD, pela propriedade anterior o conjunto A seria também LD, o 


que contradiz a hipótese. 
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Observação 


de todos os subconjuntos próprios de um conjunto finito de vetores são LL o fato não 
significa que o conjunto seja Ll. De fato, se considerarmos no BRº os vetores e, (1,0), 
e; =(D, 1) e v=(4,5), verificaremos que cada um dos subconjuntos (eres). Levi 
les.vh. tes. lesye (vy) é LI enquantoo conjunto (e,,e,,v: é LD. 


VW Se Aim, smiCV é Ee B=ivma Yo WI CV é LD então w é 


combinação linear de vi, ...,Vp 
De fato: 


Como B é LD, existem escalares a,,..., an, b. nem todos nulos, tais que: 
vo Te tar +tbw=0, 


Ora, se b= 0, então algum dos a, não é zero na igualdade: 
dit PF tação= O 


Porém esse fato contradiz a hipótese de que A é LI Consequentemente, tem-se b£O, e. 


portanto: 
hw=-avy = ava 


o que implica 


o d4 dn 
W=-—D 4, -.. RE 
isto é. w é combinação linear de v,,..., Na 


2.8 BASE E DIMENSÃO 
2.6.1 Base de um Espaço Vetorial 


Um conjunto B=[vi...,v,' CV é uma base do espaço vetorial V se: 


5) Bé LI; 


11) B gera V 


Espaços retoriats ÓY 


GE Saia 


Exempios. 


Do B=[(1.1).(-1,0)! é basede IR“ 


De fato: 


Db Bé LL pois a(l. 1)+b(-1,0)=40,0) implica. 


a-b=0 
g = () 
e dai: 
a=b=0Q 
[[) B gera Rº, pois para todo (x,y) E Rº. femea: 
x p= vil Ip+(yv-xH-1,0) 
Realmente, a igualdade 
tx,vy)=atl. 1)+ b(-1,0) 
implica 
q = =x 
q =» 
donde: 


apo oe D=y ak 


Os vetores da base B estão representados na Figura 2.8.1. Em 2.7.2 já havíamos visto que 
dois vetores não-colineares são LE Sendo eles do IR”, irão gerar o próprio IR*, Na verdade. 


quaisquer dois vetores não-colineares do IRº formam uma base desse espaço. 
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Figura 2,8.] 


7) B=((1.03,(0,.1)! é base de Rº. denominada base canônica 
De fato: 

[ Bé1l, pois a(l.0+b(0,1)=(0,0) implica 2«=b=6; 
ID B gera R*. pois todo vetor (x,y) E IR? étal que: 
(x, y)=x(1,0)+ v(0, 1) 

3) Consideremos os vetores e, =(1,0,0,...,0he4 =(0,1.0,...,0),...,€,=(0,0,0,...,1). 
No exemplo 3 de 2.7.1 deixamos claro que o comunto B= [e,,65,..,€, | é Llem Rº. 
Tendo em vista que todo vetor v=(x,,X,....X,) & IRº pode ser escrito como combi- 
nação linear de e. €2,...,€p, isto É: 

We AC + x98s a E + x.e 


non 


conclui-se que B gera o IRº. Portanto, B é uma base de IRº. Essa base é conhecida 
como base canônica do Rº. 


Conseguentemente: 

((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0.1)| é a base canônica de IR*: 
((1,0,0),(0.1,0),(0,0,1)) é a base canônica de Rº: 

((1,0), (0,1)) é a base canônica de IR*: 


(1! éabase canônica de IR. 
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é a base canônica de M(2, 2). 


De fato: 
| Õ Ú | Ê O É Q Ê Ê 
E +b tc +d = 
Õ Q O Ú ] O Q | OQ É 
ou: 
ã h Õ O 
C d Ê Q ú 
e dai: 
a=b=c=d-0. 


Portanto, B é LI 


Por outro lado, B gera o espaço M(2, 2), pois qualquer 


E M(2.2) 


pode ser escrito assim: 


Logo, B ébase de M(2,72) 
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5) Oconjunto B=(1,x,xº,... x”) é uma base do espaço vetorial Pp. 
De fato. 
do] taxtagxl +... + ax” = 0 
implica ao =aj=a=..=a,=0 pela condição de identidade de polinômios. Portanto, B é LI 


Por outro lado. B gera O espaço vetorial P.. pois qualquer polinômio pe P, pode ser 
escrito assim: 
n 


P=3 taxtaxí+. ta x 


que é uma combinação linear de 1, x,xº, ...x” 


Logo, B é uma base de P,. Essaéa base conônica de P, etem n+1 vetores. 


6) B=((1.2)(2.4)) não é base de IR”. pois B é LD (exercício a cargo do leitor). 


1 B=((1.0).(0,1),(3,4); não é base de IR*. pois B é LD (exercício a cargo do leitor). 


o)  B=(42,-1)+ nãoé base de RÉ. B é LI, mas não gera todo IR?, isto é, (2, -1)] = Rº 
Esse conjunto gera uma reta que passa pela origem. 


q) B=((1,2, 1),(-1,-3,0)| não é base de Rº. EB é 1.1, mas não gera todo IRº. 


Observação 


“fodo conjunto LI de um espaço vetorial V é base do subespaço por ele gerado. * 
Por exemplo, o conjunto B=((1,2,1),(-1,-3,0)+ CIRº* é Ile gera o subespaço 
9=1(x,y,2) E Rº/3x-y-2=0) 


Então, B é base de 5. pois Bé Llegera S. 
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2.8.2 Teorema 


Se B= (v,,%, saci for uma base de um espaço vetorial V, então todo coriunito 
com mais de n vetores sera linearmente dependente. 


De fato: 


Seja B = Li, Was. Wo) UM conjunto qualquer de m vetores de V, com m>n. 
Pretende-se mostrar que B' é LD. Para tanto, basta mostrar que existem escalares Xi, X5,...,X 


ú 
não todos nulos tais que 


Xi Wi FXWo Ft KW SO (1) 


Como B é uma base de V, cada vetor w; pertencente a B é uma combinação linear dos 


vetores de B, isto é, existem números w,, É, -», 8, tais que: 
Wi=0V É Mova ta ta, 
Wa =Bivy + Bovo t+ Bv 
(2) 


Substituindo as relações (2) em (1), obtemos: 
My (Ovi to Gava ++ avo) + 


+ Ha (Div) + Do vo ER 8 Ya) EE 


Cv vmnõnaonvvmuvvr-çãAHAãõõdS-as..r:. mm 


+ Xm (B4Vi + Os Vo Essa O nYnl= O 


ou ordenando os termos convenientemente: 


lex, tt Bixo ++ OXmly + 
+ (MaX + Bixo, ++ 64Xn)V + 
do foi, + Bão fo as FM 
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Tendo em vista que vi,Y2...,Yp São LJ, os coeficientes dessa combinação linear são 


nulos: 
mx tBiX, +... t OX =U 
Qx +Bx, +... tô,x,=0 
Ad, A Dado Pas ted O 
Esse sistema linear homogêneo possui m variáveis Xj, X2,..., Xm € n equações. Como 
m>n, existem soluções não-triviais, isto é, existe x, *0. Logo, BEE AD er Wm HFéLD 


2.8.3  Corolário 
Duas bases quaisquer de um espaço vetorial têm o mesmo mimero de vetores. 


De fato: 


+ 


Sejam A= (visam e B=(wi,..Wm) duas bases de um espaço vetorial V 


Como A é base e B é LI, pelo teorema anterior, nm. Por qutro lado, como B é base 
e A é Li ter-se nem Portanto, n=m. 


Exemplos 


1) A base canônica do IRº tem três vetores. Logo, qualquer outra base do IRº terá também 
três vetores. 


2) A base canônica de M(2,2) tem quatro vetores. Portanto, toda base de M(2,2) terá 
quatro vetores. 


2.8.4 Dimensão de um Espaço Vetorial 


Seja V um espaço vetorial, 
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Se WY possui uma base com n vetores, então V tem dimensão n e anota-se dim V=n. 
Se Y não possui base, dim V=0, 


Se V tem uma base com infinitos vetores, então à dimensão de V é infinita e anota-se 


dim V = e, 

Exermnpios 

D dimRº=2, pois toda base do Rº tem dois vetores. 
2 dmRP=n. 

3) dimM(2,2)-4. 

4  dmMémn,nj=mx an. 

5»  dmP=n+1. 

6) dim (0) =0. 

Observações 

|) Seja Y um espaço vetorial tal que dim Y=n. 


Se & é um subespaço de V. então dimS sn. No caso de dimS=n, tem-se 
5 Ma 


Para permitir uma interpretação geométrica. consideremos o espaço tridimensional 
Rº (dim Rº = 35. 


A dimensão de qualquer subespaço S do Rº só poderáser 0,1,2 0u3. Portanto, 
temos os seguintes casos: 


D dim8=0, então 8S= (0; é a origem. 


ID) dimS=1, então S é uma reta que passa pela origem. 
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[DI dim Ss = 2, então 5 é um plano que passa pela origem. 


[V) dimS=3, então S é o próprio R* 


2) Seja V um espaço vetorial de dimensão r. Então, qualquer subconjunto de V com mais 
de n vetores é LD. 


3) Sabemos que um conjunto B é base de um espaço vetorial V se B for Llese B gera 
V. No entanto, se soubermos que dim V=n, para obtermos uma base de V basta que 
apenas uma das condições de base esteja satisfeita, A outra condição ocorre automatica: 


mente. Assim: 
1) Se dim VY=n. qualguer subcomiunto de V com n vetores LI é uma base de V 


ID Se dmV=n, qualquer mbeoniunto de V com n vetores geradores de V é uma 
base de V 


Exemplo 
O comgunto B= ((2,1),(-1,3): é uma base do Rº. 


De fato, como dim IR*=2 e os dois vetores dados são LI (pois nenhum vetor é múltiplo 


escalar do outro), eles formam uma base do Rº. 


2.6.6 Teorema 
Seja Y um espaço vetorial de dimensão n. 


Qualquer conjunto de vetores LI em V é perte de uma base, isto é, pode ser completado 


ate formar uma base de V. 
A demonstração está baseada no Teorema 2.7.2 e no conceito de dimensão. 


Lieixaremos de demonstrar o teorema e daremos apenas um exemplo a título de ilustração 
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Exermpio 
Sejam os vetores vy =(1,-1,i,2) e va =(-1,1,-1,0). 


Completar o conjunto 1 vj,v, | de modo a formar uma base do Rº. 


Solução 

Como dim Rº=4, uma base terá quatro vetores LI. Portanto, faltam dois. Escolhemos um 
vetor vs E IRº tal que v; não seja uma combinação linear de v, e vo. isto É, Va Ea, Vi favo 
para todo a;,a, E IR. Dentre os infinitos vetores existentes, um deles é o vetor vs =(1,1,0,0), 
eo comunto (vi, v,. Va) é Li(se vs fosse combinação linear de v, e v, esse conjunto seria 


LD de acordo com o Teorema 2.7.2). 


Para completar, escolhemos um vetor va que não seja uma combinação linear de v,,v; € 
va. Umdeleséovetor vs =(1.0.0.0). eoconmunto [vi va. Va. Ya | € LI Logo, 


CELT DC, 1.-1,03.41,1.0,0).(1,0,0,0)) 


é uma base de Rº. 


2.8.6 Teorema 


Seja B=vi,va,.. Yy/ uma base de um espaço vetorial V. Então, rodo vetor vE V 
se exprime de manetra unica como combinação linear dos vetores de B. 


De fato: 
Tendo em vista que B é uma base de V, para vê V pode-se escrever: 
V=2/V) f dava E o FARA (1) 


Supondo que o vetor v pudesse ser expresso como outra combinação linear dos vetores 
da base, ter-se-la: 


vo Brg bavat... tb (2) 
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Subtraindo, membro a membro, a igualdade (2) da igualdade (1), vem: 
D=(a, -bi)vitla -ba)va to. tia, - boy, 
Tendo em vista que os vetores da base são LI: 
a -b/=0, a -b;=0,..,3,-0,=0 
Isto é; 
di — Di, ay = Ds MS dy 


Os números a, às,..., 4, são, pois, univocamente determinados pelo vetor v e pela base 


[Y7, Vo, aa 


2.8.1 Componentes de um Vetor 
Seja B= (vi, v2,-.,Yn) Uma base de V. Tomemos ve V sendo: 


v=dyVy Tãovo Te. tan 


Os números as, a»,..., 4, são chamados componentes ou ecordenadas de v em relação à 
base B e se representa por: 


vp = (a1,ão,.-..,8,) 


ou, com a notação matricial: 


d1 


As 
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A n-upla (a,, à5,...,.a,) é chamada vetor-coordenada de v em relação à base B, e o vetor- 


coluna 


é chamado matriz-coordenada de v em relação à base B 
Exempio 
No IRº, consideremos as bases 
A=((1,0),(0,D>, B=[(2,0),0,39))e €C=((1,-3) (2,4) 
Dado o vetor v=(8, 6), tem-se: 
(8, 6)=8(1,0) + 6(0,1) 
(8, 6)= 3(2,0) + 2(1,3) 
(8, 6)= 2(1,-3)+ 3(2,4) 
Com a notação acima, escrevemos: 
va =(8,6) va =(3, 2) Yo =(2,3) 


O gráfico da página seguinte mostra a representação do vetor v = (8,6) em relação às-.bases 
AegB. 


Observação 


No decorrer do estudo de Álgebra Linear temos, às vezes, a necessidade de identificar 
rapidamente a dimensão de um espaço vetorial. E, uma vez conhecida a dimensão, obtém-se 


facilmente uma base desse espaço. 
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Uma forma prática para determinar a dimensão de um espaço vetorial é verificar o mimero 
de variáveis livres de seu vetor genérico. Esse número é a dimensão do espaço. 


271,3) 
MNfp==" "7 += —— — = — — — — 
7 
Y pa 
pa 
F |] 
e o 
te | h 
eae ; 
da dados f : 
/ : 
p ! é 
t f | 
4 i 
(0, 1) h E É 
i 
F Ê Ê j 
x 
O) 1,0) (2.9) 32.0) 8(1.0) 


Exemplo 
Lieterminar a dimensão é uma base do espaço vetorial 


S=[(x, ve RDx+y+2=0: 


Solução 
Isolando z (poderíamos também isolar x ou y)na equação de definição. tem-se. 
Zz=-dx-y 
onde x € y são as variáveis livres. 
Qualquer vetor (x,y, Z)€ S tema forma: 
(x,7,-2x - y) 
e, portanto, podemos escrever: 


(x,y, Z)=(x,y. -2X -Y) 
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ou. 

(x,y, 2)=(x,0,- 20) +(0,y, -y) 
ou: 

(x,y. z)=x01,0,-2)+y(0,1,-1) (1) 
isto é, todo vetor de S é combinação linear dos vetores (1,0, -2) e (0,1,-1). Como esses dois 


vetores geradores de S são Li, o conjunto ((1,0,-2),(0,1,-1)| é uma base de S e, conse- 


quentemente, dmS-2. 


Por outro lado, tendo em vista que a cada variável livre corresponde um vetor da base na 
guaidade (1), conclui-se que o número de varidveis livres é à dimensão do espaço. 


Na prática podemos adotar uma maior simplificação para determinar uma base de um 
espaço. Para esse mesmo espaço vetorial S, onde z=-2x -y, temos: 


fazendo x= Je v=l vem z=-2(])-1=-3 2. mm =(1,1,-3) 


fazendo x=-] ev=2 vem z=-2(-1)-2= 0 4. w=(-1,2,0) 
e O conjunto 
[(1,1,-3),(-1,2,0) 
é outra base de S. Na verdade, esse espaço S tem infinitas bases, porém todas elas com dois 
vetores. 
2.8.8 Problemas Resolvidos 
14) Sejamosvetores vw =(1,2,3), va =(0,1,2) e vs =(0,0,1) 
Mostrar que o conjunto B= [vi,v2.va | é uma hase do Rº 
Solução 
Para provar que B é LI, deve-se mostrar que 


dt tastsd dave 
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admite somente a solução à, “a; a,=0. 

Com efeito, 
a1(1,2,3)+a5(0,1,2)+25(0,0.1)=(0,0,0) 

equivale ao sistema: 


dj =UÚ 
2d) + da = 


Say tia tas = O 
cuja única solução é a trivial: 
a > a, =a4=Q 
Logo, B é LI 


Para mostrar que B gerao IRº, devese mostrar que qualquer vetor v=(x,y,27) E IRº 
pode ser expresso como uma combinação linear dos vetores de B: 


V = div e da Vo + dava 
Em termos de componentes, tem-se 
(x,y, 2)=a1(1,2,3)+ a200,1,2)+as(0.0,1) 


UU. 


II 
Eai 


ER 


ca Tt ds 


| 
tap 


3a; Es das + da 


| 
Pa 


sistema esse que admite solução para quaisquer valores de x,y,z, ou seja, todo vetor v= (x,y, 2Z] 
é combinação linear dos vetores de B. Resolvendo o sistema encontramos: 


aj =x aq=-ZxX+ty, as=kx-dy+z 


É paços retorigis S! 





isto é: 
x,y. 2=x(1,2,3)+(-2x+yM0, 1, D)+(x-2y+20(0,0,1) 


Satisfeitas as duas condições de base, mostramos que B é base do Rº. 


15) No problema anterior mostramos que: 
B= [(1,2.3).(0,1.2),(0,0.1)) 
é uma base do Rº. 
a) Determinar o vetor-coordenada e a matriz<coordenada de v=(5,4,2) em relação a BR. 


b) Determinar o vetor ve IRº* cujo vetor-coordenada em relação a B é vp =(2.-3,4) 


Solução 
a) Devemos encontrar escalares 4,, à). 43 tais que: 
(5.4,2)=-a(l,2.3)+a(0.1.2)+ 440,0, 1) 
aU: 


a, = 5 
dã) + da - 4 


Say tia tas =? 
Resolvendo o sistema. obtém-se 
a 5, ay =-b e ay=-] 
Portanto: 


"9. =05,=6,-1) e vo = 1-6 
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Se tivéssemos aproveitado o resultado do problema anterior, onde: 

(x, yzb=x(1,2,3)+(-Dx + y)(0, 1,2) +(x -2y + 20(D,0, 1) 
teriamos Imediatamente: 

(5,4,2)=5(1,2,3)- 6(0,1,9)-1/0,0,1) 


pois, Ttesse caso: 


x=ôS 
-Zxty=-2(5)+4=-6 


x-Zytz-5-2M4)+2=-] 
b) Por definição de vetor-coordenada vg 5 (2,-3,4), obtém-se: 
v= MI 2H)-3M01,2+4(0,0,1)=(2,1.4) 
Observemos que em relação à base canônica 
A = (1,0,0),40,1,0),(0,0,1): 


tem-se: 


poIs: 


v=(2,1.4)=241,0.0)+1(0.1.0)+4(0,0,1) 


16) Consideremos os seguintes subespaços do Rº. 
Ss=Illa,bedia+b+c=0OLe 
So =ila be dja-2b=0 e c=3dl 


Determinar: 


Espaços vetoriais 43 


ri TT eee ie E E E E e CALC" His eee 


a) dim S, e uma base de 5,. 
b) dim &, e uma base de 8. 
Solução 
a) A condição: 
atb+c=0 
é equivalente a: 
=-b-c 


Portanto, as variáveis livres são b.c e d. Logo, dim S, = 3, e qualquer subcomgunto de 5, com 
três vetores LI forma uma base de S,. Façamos 


(1 b=1,c=0, d-0 
(2) BHO col ds0 
(3) b=0, c=0, d=| 
para obter os vetores. 
vm (-.1,0,0), va =(-1,0,1,0) v4=(0,0,0,1) 


O conjunto (vi, va, va | é uma base de 8, 


b) Um vetor (a,b,c,d) E S, se a=2b e c=3d. As variáveis livres são b e d. Logo. 
dim S, = 2, e qualquer subconjunto de S, com dois vetores LI forma uma base desse espaço. 
Façamos: 


(DN) b=1, d=0 e 
(DN b=0, d=] 


para obter os vetores 
v,=(2,1.0,0) e vw =(0,0.3,1) 


O conjunto (vj.Y | é uma base de S,. 
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17) Seja S o subespaçode P, = fat?+bt+c/a,b ce IR) gerado pelos vetores v = - 2 + L, 
WwEt+le va=ti-3t-1, 


Determinar: 


a) Uma base de 8 e dim$. 


b) Uma base de P, coma presença de v, € va. 


Solução 


a) Para facilitar a notação, observemos que os vetores vv Eva em relação à base 
canônica AÀA= (te, t. li de P, são: 


(ri) S(,-2, 1), (va), =(0,1,2) e (va), =(1,-3,-1) 
Vejamos se esses vetores são Ll ou LD, Para tanto, examinemos a igualdade 
diVi tasvo tasva = O 
ou: 
a(1,-2,1)+ 224(0,1,2) + as(1,-3,-1)=(0,0,0) 
ou, ainda: 


-Za| + d, - 3a5 = O 
a, + 2a, - g4= 0 


sistema que admite soluções a; * 0. 


Logo, os vetores v;, vz é va são LDe, portanto, o conjunto (vi, v>,Y3 | não é base de S, 
isto é, dim 8 * 3, 


Observando que co conjunto (vi.vo |) é LI (pois nenhum vetor é múltiplo escalar do 
outro), ele constitui uma base de 5. Logo, dimS=2, 
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b) Tendo em vista que dimP,=3, precisamos acrescentar um vetor v ao conjunto 
“vt, Va ) de modo que vHav, ta,vo. Um deles é o vetor v=t? ou (v)a = €1,0,0). 
(verificação a cargo do leitor). 

Logo, o conjunto: 


[p= 2141. tED, 4) 


é uma base de P.. 


18) Determinar uma base e a dimensão do espaço-solução do sistema homogêneo 


x+2y-42+3t=0 
Xx+2y-2+2t=0 


ix t+rdy-2+3=0 


Solução 
O conjunto-solução do sistema é: 
S=[(x,yz tiil=2z e x=-2y-22) 
que é um subespaço vetorial do IR*. 


Tendo em vista serem duas as variáveis livres (y e Z), conclui-se que dim S=2. Logo, 
qualquer subconjunto de S com dois vetores LI forma uma base de S. Façamos 


(1) y=1, 2=0 


(2) y=0, 2=| 
para obter os vetores 
vi =(-2, 1,0,0) E va =(-2,0, 1,58] 


O conjunto (v,,v, |! é uma base de S. 
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2.9 ESPAÇOS VETORIAIS ISOMORFOS 
Consideremos o espaço vetorial 
V=P=(ati+bt +ct+dia, bc de R! 


e seja B=(Vi,vVo,Va, Va; Uma base de P;. Fixada uma base, para cada vetor vE P,, existe 
uma só quádrupla (a,,4,.a3,a4)€ Rº tal que: 


v=dyVy TdaVo tasva Tt dava 


Reciprocamente, dada uma quádrupla (a;,a2,a3,a4) € IRº existe um só vetor em P, da 
forma: 


avi Tesarisid dava 


Assim sendo, a base B= [v,,.., va! determina uma correspondência hiunivoca entre 
os vetores de P, e as quádruplas (a,.,..., aa) em Rº. 


Observemos ainda que: 


a) Se v= avi t..tasva E P; corespondea (mg, ...ag)JE Rº e w=hv+...tbav E Ps 
corresponde a (by, ....byje IRº então: 


vtw=(a tbi)vt.. tia +tbabva E P; 
corresponde a 

(a tb .sath)jE Rº 

b) Para k e IR. 

kv=(ka,)w tt. tikagbva E P; 
corresponde a 


(kaj... kagJe Rº. 
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Assim, quando os vetores de P, são representados como combinação linear dos vetores da 
base B=[Vy,Vo,V3,Va +, à adição de vetores e a multiplicação por escalar se “comportam” 
exatamente da mesma forma como se fossem quádruplas do IRº. 


Em outras palavras diríamos que u correspondência biunivoca entre P, e IRº preserva as 
operações de adição de vetores e multiplicação por escalar, isto é: 


END + EE 
(vt Why vptwp E (kv) kivg) 
e. nesse caso, dizemos que os espaços P, e IRÉ são isomorfos 

Observemos ainda que o espaço vetorial M(2.2) é também isomorfo ao Rº. 


De forma análoga, prova-se que: 


P, é isomorto a Rº 
M(3,1) éisomorfoa Rº 


M(2.1) ecisomofoa Rº 
> assim por diante 
De um modo geral, tem-se: 


à 


“Se V é um espaço verorial sobre R e dimV=n, então V e Rº são isomortos ' 


2.10 PROBLEMAS PROPOSTOS 


Nos problemas | a / apresenta-se um conjunto com as operações de adição e multipticação 
por escalar nele definidas. Verificar quais deles são espaços vetoriais. Para aqueles que não são 
espaços vetoriais, citar Os axiomas que não se verificam. 


o REityotro, ye (xtx,yty s+Z) 


k (x,y, 2) =(0,0,0) 
Yo L(x2x 3x); x E R+ comas operações usuais 


3) Ra bl+ricd=(a bl e a(a,b)= (na. ob) 
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4 Rotxynrt,y)-(xtx,yty)e alxy)=(aêx aíy) 
5) Rigyt(x,y)=(xtx,yty)e atx,y)=(ax, 0) 


6) A=f[(x,y) E Rº/y=5x+ com as operações usuais 


A = E M(2,2)ja.b € IR f com as operações usuais 


Nos problemas 8 a 13 são apresentados subconjuntos de IRº. Verificar quais deles são 
subespaços vetoriais do IR* relativamente às operações de adição e multiplicação por escalar 


usuais. 
8) S= Ox, y)/y=-x) 
9) S=ilx,x); xe Rj 
IO) S=[(x,y)ix+3y=0| 
11) S=ily,y)k ye R$ 
12) S=[Oy)ly=x+15 
13) S= Ux, y)jxz0] 
Nos problemas 14 a 25 são apresentados subconjuntos de IRº. Verificar quais são seus 
subespaços em relação às operações de adição e multiplicação por escalar usuais. Para os que são 


subespaços, mostrar que as duas condições estão satisfeitas. Caso contrário, citar um con- 
tra-exempio. 


4) S=“(x,v.z)jix=dy e z=0) 
15) S=[(x,y,z)iz=2x-y | 
l6) S=[(x,y )x=z7") 


17) S=((x,v,2))y=x+2 e 2=0) 


18) 


19) 


20) 


21) 


2a 


23) 


24) 
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S=[(x x, x);xe Rj] 
S=((x,x,0/x€ Ri) 

S= (x,y. z)/xy=0" 
S=i(xy,z/x-0ey=|z]) 
S=[(x,-3x,4x);x€ R; 
S=((x,y 2x 20) 

S=((x,y. 0xty+27=0" 
S=[(4, 2H, -D:tER] 


Verificar se os subconjuntos abaixo são subespaços de M(2, 2): 


a b 
ay S = -coatbe d=0 
É d 
a b 
:abce R + (matrizes triangulares superiores) 
Ú C 


a b 
: ab, ce Rj (matrizes simétricas) 
b 


ge 


a a+ b 
d) S= «sb e iR 


nda 
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a | 
e) 8 = “a bER 
a b 
a b 
 S= »ad-be HO (conjunto de matrizes inversíveis) 
C d 
27) Sejamasvetores v=(2,-3,D e v=(-1,2,49) em Rº. 
a) Escrever o vetor w = €7,-11,2) como combinação linear de u e vw, 
b) Para que valor de k o vetor (-8. 14. k) é combinação linear de u e v? 
c) Determinar uma condição entre a.b e c para que o vetor (a, b,c) seja uma combi 
nação linear de u e v 
28) Consideremos no espaço P,=[ató+bt+tcia,bcG R' os vetores p=tÚ-MA4L, 
pp=ttZepa=2t-1L 
a) Escrever o vetor p= St” - 5t+7 como combinação linear de p,. Pp; € Pa. 
b) Escrever o vetor p= 5tí - 5t+7 como combinação linear de p, e po 
c) Determinar uma condição para a, b e c de modo que o vetor at? +bt+c seja 
combinação linear de py e Pa. 
d) E possível escrever p, como combinação linear de p, e ps? 
29) Seja o espaço vetorial M(2,2)e os vetores 


30) 


31) 


32) 


33) 


34) 
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Escrever o vetor 


como combinação linear dos vetores v,, Va E va. 
Escrever o vetor O € IRº* como combinação linear dos vetores 


abv,=(1,3) e vo =(2,6) 


b) Vi =(1, 3) E Ya =(2, 5) 


Sejam os vetores v, =(-1,2,1), vo =(1,0,2) e va =(-2,-1,0). Expressar cada um dos 
vetores u=(-8,4,1), v=(0,2,3)e w=(0,0,0) como combinação linear de vi. v> € Va. 


Expressar o vetor u=(-1,4,-4,6) CE IRºÉ como combinação linear dos vetores 
v4 =(3,-3,1,0), vo =(0,1,-1,2) ' va =(1,-1,0,0). 


Seja S o subespaço do IRº definido por: 
S=((xyzti)e Rºix+2y-z=0€ 1=0) 
Pergunta-se: 

ad(-1,2,3,0/)€ 3 

bD(SL4A0 ES? 


ICIALLIDES 


Seja 8 osubespaço de M(2, 2): 
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Pergunta-se : 
E 6 

a) Esso 
l 2 


-4 k 
203 
pertença a &º 


35) Determinar os subespaços do IRº gerados pelos seguintes conjuntos: 
a) A=((2,-1,3)) 
byA=([(-1,3,2),(2,-2,0: 
o) A=((1,0,1),(0,1, 1), 0-1,1,0)) 
d) A=[(-1,1,0),(0,1,-2),(-2,3, 1): 
e) A=T(1,2,-D,(-1,1,0),(-3,0, 1),(-2,-?, Dr. 


f) A ta, 2,-1), (-1, k, Us, (O, Ô, 2), (-2, lh, 0)) 


36) Sejao conjunto A=lv,,va 7, sendo v,=(-1,3,-De va, =(1,-2,4) 
Determinar: 


a) Osubespaço G(AL 


b) O valor de k para que ovetor v=(5,k,11) pertençaa O(A). 


37) Sejam os vetores w =(1,1,1), va =(1,2,0) e va =(1,3,-)). Se (3,-1,k)€ [vy, va, va], 
qual o valor de k' 
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38) 


39) 


40) 


Al) 


42) 


43) 


44) 


45) 


46) 


Determinar os subespaços de P, (espaço vetorial dos polinômios de grau Ss 2) gerados 
pelos seguintes vetores: 


a) Pi = 2x+2, Ppro=-xº+x+3 É ps=xº+2x 
bypi=x*, py =x) +x 
c) pri, Pa A, Pa = x 


Determinar o subespaço G(A) para A=((1,-2), (-2, 4) +. O que representa geometrica- 
camente esse subespaço” 


Mostrar que os vetores v; =(2,1) e v; =(1,1) geramo Rº2. 
Mostrar que os vetores v; =(1,1,1), w =(0,1,1) e va =(0,0,1) geramo Rº. 


Seja O espaço vetorial M(2,2). Determinar seus subespaços gerados pelos vetores 


-1 É é 1 
a) vy = e vo = 
À [) -1 =] 
Ed Q | -1 J l 
b) vi = Va e va = 
Ú ] Q Q Í O 


Determinar o subespaço de P, (espaço dos polinômios de grau S 3) gerado pelos vetores 
px +Ix] -xt3 e p=-2x).x)+3x+2 


Determinar o subespaço de ERº perado pelos vetores u= 2,-1.1,9), v=(3,3,3,6) é 
ww =(0, 4,-d, 0), 


Verificar se o vetor v=(-1,-3,2,0) pertence ao subespaço do IRº gerado pelos vetores 
vi ads 2a RS DD vo =(1,0,1,0) É Va =(0,1,-1,0). 


Classificar 9s seguintes subconjuntos do IR? em llou LD: 


a) ((1,3)1 
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47) 


48) 


49) 
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o) 1(1,3), 02,6): 
co [(2,-1),(3,5)] 
d) 4(1,0),(-1, D,(3,5)] 


Classificar os seguintes subconjuntos do Rº em Llou LD: 


a) ((2,-1,3)) 

BJ EL, LA Cd] 

c) À(2,-1,0),(-1,3,0),.(3,5,0); 
dD ((2,1,3),(0,0,0),(1.5,2)] 

e) ((1,2,-1),(2,4,-2),(1,3,0)) 
O ((1,-1,-2),(2,1,1),(-1,0,3)] 


o (1,2.-D.(1,0,0,(0,1,2),(3,-1,2)) 


Quais dos seguintes conjuntos de vetores pertencentes ao P, são LDº 


3) 2+x-x),4-x+4xº,x+ 2x 
bj b-x+2x xx”, x 
Ji+rIxex,D-x-xº,]+2x-3x],0-2+x 43x 


dx -x+1,xº + 2x 


Quais dos seguintes conjuntos de vetores do IRº são LD? 


a) (2,1,0,0),(1,0,2,1),(-1,2,0,-1) 
b) (O, 1,0, 1), (1, L, , 1). (-1,2,0, Elio, É, U) 
c) (1, -1,0,0), (O, 1,0,0), (O, 0, 1-1) (1,2, H=2) 


DI, 2.4h0D,-1,-4.2).00,-1,-3, 1), (2,1,1,5) 
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50) 


51) 


57) 


Sendo V o espaço vetorial das matrizes 2 x 3, verificar se tA,B,C) é Llou LD. 
sendo 


Determinar o valor de k para que seja Ll o conjunto 


[(-1,0,D.(1,1,D,(kK,-2,0)) 


Determinar k para que 


seja LD 


Mostrar que são LD os vetores v),.Ya € Va, COM Vj € Yz vetores arbitrários de um 
espaço vetorial V e va =2V) - Va. 


Mostrar que se u, v e w são Li então u tv, utw € v+w são também Li. 

L a o > 
Sendo v, =(1,2) E IR?, determinar vw, E IRº tal que (w,va) seja base de RO 
Verificar quais dos seguintes conjuntos de vetores formam base do R*: 


a) ((1,2,), (-1,3)) c) 1(0,0),(2,3)5 
b) ((3, -6), (4,8)! d) ((3, -D, (2,3)! 


Para que valores de k o conjunto 8= ((1,k), (k, 4) 1 é base do R*9 


O conjunto B= ((2,-1),(-3,2); é uma base do Rº? Escrever o vetor genérico do 
IR? como combinação linear de À. 


o) 
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59) Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam uma base do Rº' 


60) 


61) 


62) 


a) (1,1,-1),(2,-1,0),(3,2,0) 
b) (1,0,1),(0,-1,2),(-2,1,-4) 
c) (2,1,-1), (-1,0,1),(0,0,1) 
d) (1,2,3), (4,1,2) 


e) (O, a 2), (2, 1,3), (-1,0, 1), (4, -1,-2) 


Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam base de P,? 


aj2t+t-4, t-3t+1] 
b) 1,t,t” 
)21-x, 1+x 


Ditx+x o, xtxº, x? 


q 


Jlrx, x-xº, 1+2x -x 


Mostrar que o conjunto 


é uma base de M(2, 2). 


Mostrar que O conjunto 
(CI, 1,0, 0), (0,0,1,1),(1,0,0,3),(0,0,0,5)) 


é base do IR. 
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63) 


64) 


65) 


66) 


67) 


68) 


69) 


70) 


O conjunto 
A=[0,2t-4+3,t-3t+4t-1) 


é base de P;? Justificar. 


Mostrar que os vetores vi =(1,1,1), va =(1,2,3), v3 =(3,0,2) e va =(2,-1, |) peram 
o Rº e encontrar uma base dentre os vetores Vi, Vo, Ya € Va. 


Mostrar que os polinômiosp, = 1+ 2x -3x*, pp =1-3x+ 2x] e p,y=2-x+5xº formam 
uma base do espaço dos polinômios de grau «2 e calcular o vetor-coordenada de 


p=-2-9x- 13x na base B= (ps, Pa. Pal. 


Determinar uma base do subespaço do IRÉ gerado pelos vetores v, = (1,-1,0,0), 
Va =(-2, 2, 2, 1), Va =(-1, J, 2, 1) E Y4 =(0, Ú, d, 2). 


Seja V=IRºÉ co conjunto 

B=1(0,LD,(LLO,(L2ZD! CR 

a) Mostrar que B não é base do IRº, 

b) Determinar uma base do IRº que possua dois elementos de B. 
Determinar o vetor coordenada de v = (6, 2) em relação às seguintes bases: 
a = ((3,0),(0, 2)3 y=(0,0),(0, 1)) 


8 = ((1,2),(2,1)) 5 = ((0,1),(1,0)) 


No espaço vetorial IRº, consideremos a seguinte base: B = ((1,0,0),(0,1,0),(1,-1, D+. 
Determinar o vetor coordenada de v E Rº em relação à base B se: 


a) v=(2,53,49), b) v=(3,5,6), co) v=(1,-1,1) 


Seja A=[3,2x,-x? | umabase de P;. Determinar o vetor-coordenada de v = 6- 4x + 3x 
em relação à base A. 
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71) Sejamosvetores v, =(1,0,-D, w=(1,2,1) e vs=(0,-1,0) do Rº 
a) Mostrar que B= Ívi, Vo. va + é base do IRº 


b) Escrever e, =(1,0,0). e -(0,1,0), es=(0,0.1) como combinação linear dos 
vetores da base B. 


72) Determinar a dimensão e uma base para cada um dos seguintes espaços vetoriais: 


a) (ix, y, 2) € Rº/y=3x] 
b) (lx, y,7) € Rº/y=5x e z=0) 
co) xy) e Rºx+y=0: 
d) l(x,y,7) E Rºix=3y e z=-y) 
e) i(x,y.27) E Rº/2x-y+32=0] 


D) ilx,y,2) € Rºjz=0: 


13) Determinar a dimensão e uma base para cada um dos seguintes subespaços vetoriais de 


M (2,2): 
à b 
a) : b=a+tcç e d=c 
C d 
a h 
h) » b=a+ce 
c d 
a b 
c) . c=a-3b e d=0 


Espaços VErorigis 4 
AEE AEE ONGS ——— Gi oiii TE pe 


d)  atd=b+rc 


74) Sejao subespaço 8 de M(2, 2): 


4 = jc=athb e d=a 


a) Qual a dimensão de Sº 


b) O conjunto 


E 


l -] 


é uma base de S? Justificar. 
75) Encontrar uma base e a dimensão do espaço-solução dos sistemas: 


x+Hiv-Zz- t=0 
a) 4 oxtdy+t z+ t=6 
x+2y+3z2+21=0 


x+2y- 2+3t =D 
n)$2x- y+tz- 1=6 
Ax+3y- z+5 =0 


X-2y- 2 =D 
c) 2x+ y+Sz=0 
x+3y+dz=0 
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E e O digg aa egg 


2x + 2y -3z2=0 
d) x- y- z=0 
dx + 2vt z=0 


x+t y-Z2+ t=Q 
2x + 2y-dz+4+21=0 


2.10.1 Respostas de Problemas Propostos 


1. Não é espaço vetorial. Falha o axioma My 

é. O conjunto é um espaço vetorial 

3. Não é espaço vetorial. Falham os axiomas As, As é As 
4, Não é espaço vetorial. Falha o axioma M; 

5. Não é espaço vetorial. Falha o axioma Ma 

6. O conjunto é um espaço vetorial 

t. Oconjunto é um espaço vetorial 

8. S é subespaço 


9, S não é subespaço 


IO, É 
1. É 
12. Não é 
13. Nãoé 
14. É 
IS. É 


lã, Não é 
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= —————e—s——— A ——————————— 1 Tee Te —— eee mí"mímaa 


1W?. Não é 
IB. É 
19. É 
20. Não é 
21, Não é 
PO JÊ 
23. Não é 
24. É 
25. É 


26. São subespaços: a), b), c), d) 


DP a)w=3U-Y 
b) k=12 


c) 16a + 10b-c=0 
28. a) p=3p; t2p, +ps 
b) impossível] 
Jat2b-c=0 
d) não é possível 
29, v=dy, + Ivo - Dra 
30. a) 0=-Dv, + vs 
b) dE (v; + Ovo 


3. uv, -vo + Zvs 
V=v, TY 


w=Ov, +Ov, tQva 
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32. v==y, + Iva tvs 
33. aj sim bj não c) não 
34. a) sim bjk=-2 
35. a) fix, y,z) E Rêºjx=-2y e z=.3y) 
b) ((x,y,7) € Ré/7x+5y -42=0] 
o) (ix, yo) e Rº'jx+y-2=0) 
d) IRº 
Sl(x,y,27) € R'jxty+32=0] 
f) IRº 
36 a) G(A)= ((x,y. 2)€ Rº/10x+3y-2=0] 
b) k=-13 
31. k=7 
38. a) fax +bx+chb=22+c) 
b) fax' +bxa, be R' 
ch P; 
39. [xy E Rº/y=-2x) 
Representa uma reta que passa pela origem. 
40. Qoy)= xy), D+l-x+2y)(1,1) 
41. (x y,z)=xv +(y-xbvo t(Zz-y)vs 


42. a b 
a) : b=--2a-5d e c=-5-d 


43, 


dd. 


Já. 


40. 


47. 


48. 


49, 


50, 


514, 


Ea 


Poe 


50. 


37. 


>. 


Sel, 


60. 
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b)  Arbectos q 


[ax] +bx? +cx+db=Sa+3c e d=llat8c) 
((yztlx-1=0 e ytz=0: 

Pertence. 

fl dd c) LI d) LD 


a) EI b) LI LD d) LD 


e LD f LI g) LD 


b, d 

Li 

k 3 

k=3 

vw <kv,, Vk E R 

a, d 

k + 2 

(x, w) = (2x + 3y)(2, 1) t+ (x + 2y)(-3, 2) 
da), €) 


b),c), À) 


tos 


63. 


65. 


G6, 


67. 


68. 


69. 


70, 


41. 


72. 


Algebra linear 
Não. G(AJ* IR*. 
Base: E vi, Vo, Val 
Pg” (1,5, -4) 
Uma base: [vy, vo |. 


Uma base: (0,1, 1D,(1,1,0),(0,0, 1)! 


2 10 


EC, d), ge 5.3 


Ya = (6, 2), Ve = (2, 6) 





a) vp =(-2,1,4) 

b) vg =(-3,11,6) 

o) va =(0,0,1) 

Va TS (2,-2,-3) 

a)Bé Lle Yíx,y,2) € R 
(x,y )=*w + w +(x- y toys 

b) e; ow tava + vs 
Ca E -Vs 
es ==> + va tva 

a) dim: 2 d) dim: ] 

b) dim: e) dim: 2 

c) dim: | |  dim:? 


As bases ficarão a cargo do leitor. 


73, a) dim:2 c) dim: 2 
b) dim: 3 d) dim: 3 
As bases ficarão a cargo do leitor. 


Tá. a) 2 


b) Não, porque 


75. a) dim:2 
uma base: ((1,0,3,-5), (0, 1,6,-10)) 
bj) dim: 2 
uma base: 1 (0, -2,-1,1),(1,-3,-5,0)) 
c) dim: 1 
uma base: ((1,1,-1)+ 
d) dim: zera 
não existe base 
e) dim: 3 
uma base: 1(-1,0,0, 1), (-t, 1,0,03,(2,0,1,0): 
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ESPAÇOS VETORIAIS 
EUCLIDIANOS 





3.1 PRODUTO INTERNO EM ESPAÇOS VETORIAIS 


No Capítulo 1, foi definido o produto escalar ou produto interno usual de dois vetores 
no IRº eno IRº e foram estabelecidas, por meio desse produto, algumas propriedades geomeé- 
tricas daqueles vetores. Agora pretende-se generalizar o conceito de produto interno e, a partir 
dessa generalização, definir as noções de comprimento, distância e angulo em espaços vetoriais 


mais genéricos. 


Chama-se produto interno vo espaço vetorial V uma função de Vx Y em R que a 
todo par de vetores (u,v) & Vx YV associa um número real, indicado por u.v ou <u v>. 
tal que os seguintes axiomas sejam verificados: 


Pijju.v=v.u 
Pajulvtw)=u.vtu w 
Ps) (ou). v=a(u.v) para todo real o 


Pajucvuz) eu.v=Ô se esomentese, u=Q 


Observações 


a) O número real u.v é chamado produto mrerno dos vetores U e v. 


b) Dos quatro axromas da definição acima decorrem as propriedades: 


f06 
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O O,u=u,0=0, Yu € Y 
D (u+W).w=u.wrvow 
ED u.(av)=e(u.v) 
Wo uu tm t.tu uv +Uu.va +. tUu.vo 


Fica a cargo do leitor a demonstração dessas propriedades. 


Exemplos 

1!) No espaço vetorial V= R*. a função que associa a cada par de vetores u=(x,,y)) € 
v=(x4,Y,) O número real 
.v= 3X 1X + AyiVa 


é-um produto interno. 
De fato: 


Piju.v=3xX + 4yy 
U.V=3X34X + 4y5Y: 
U,VEV.U 


P,) Se w=(Xa, Va), então: 


+ w)=Cuyi). (xa tus, Ya + Ya) 
Cvtw)=Ix(x, +tX3)t 4yilyo + ya) 

vt w)=(3x,X + 4y1ya )+Ã3XX + 4yY3) 
v+ws=u.vtu.w 


E E E & 


Ps) (aub.v=(0x,,0y;). (x, y2) 
(ou). v=3(ax,)x, + 4ay,)y> 
(au). v=0(3x;X2 + 4y1Y3) 
(au). v=a(u.v) 


Pa) LU. VU = 3XXi + 4yiYi = 3x1 +dy, 2 l e 
vu u=3x]/+4y/=0 se esomentese, x, =y,;=0, 


isto é,se u=(0,0"1=0 


108 Algebra linear 


Observação 


O produto interno que acabamos de apresentar é diferente do produto interno usual no 
R*. Este seria definido por: 


U.V> XX TYiFa 


donde se depreende ser possível a existência de mais de um produto interno num mesmo espaço 
vetorial, 


2) Seu-(X,,Yj.Z1) 6 V=(Xo,Y,z3) são vetores quaisquer do IR*, o número real 
U,V=XÃ TYiYo TZ zo 


define o produto interno usual no Rº, 


De forma anáioga 
U.v=X Yi Toy + TX 
com US(X,X2,.., Xp) E vV=(Yi.Y2..,Y), define o produto interno usual no IRÊ. 


3) Sejam V=P,, p=ax'+axtaç eq=boxl+b;x+bo vetores quaisquer de P,. 
A fórmula 


p.q=a,b; tab; +agbo 


define um produto interno em P,. 


Por exemplo, se; 

p=3x] -4x+2 e q=2x' + 3x-|, 
então; 

pas mD-4BD+M-I)=-8 
Observemos que 


p.qg=a,b; tab; 


não define, sobre VY, um produto interno. Nesse caso, falha o axioma P,, pois existem 
polinômios p € V tais que p.p= O, sem que p=0. Por exemplo, p=0x* +0x+3. 


4) 


3) 


31,1 


1) 
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Seja V o espaço das funções reais contínuas no intervalo (a, b]. 


Se fe p pertencema Y, 


b 
Hx) B(x) dx 





define sobre V um produto interno. (A verificação dos quatro axiomas fica a carpo do 
leitor.) 


O número 

U.v= XX +yiyá 

sendo u=(x,,y;)e v=(x,,Y>), não define no IR* um produto interno. 

Nesse caso não se verificam os axiomas P, e P,. Considerando o axioma Ps, tem-se: 
(uu). v= (0x1, 0y1). (x3,y2)= 20X,x2 talyiyi 

enquanto: 

a(u .v) = 0(2x1X, + Yi) = 20x4x, + 0yiy) 

e, portanto: 


(au). vHa(u.v) 


Problemas Resoividos 
Em relação ao produto interno usual do IR*, calcular u.v sendo dados: 
a)u=(-3,4) e v=(5,-2) 
bbu=(6,-l)e v= a -4) 


c)u=(2,3) e v=(0,0) 
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Solução 
abju v=-3(5)+4(-2)=-15-8=-23 
sl 
b) U. v= 605) I(-4)=3+4=7 
c)lu.v=2(0)+3(0)=0+0=0 
2) Para os mesmos vetores do exercício anterior. calgular uv .v em relação ao produto interno 
do exemplo 1: 


U.V= 3X + dy yo 


Solução 
au v=3(-35(5)+4(4)(-2)=-45-32=-77 
bju.v=3(6) Ene A-1H-4)=9+16=25 


chu.v=I(2H0)+4(0(0)=0+0=0 


3) Consideremos o IR* munido do produto interno usual. 
Sendo vw =(1,2,-3), w=(3,-L-lj e vs =(2,-2, O) de IRº, determinar q 
vetor U talque u.v=4, u.w=zheu.vw=? 
Solução 
Seja U=(X,Y,2) 
Então: 


(x,y, 2).(1,2,-N=4 
(x,y. 2).(3,-1,-1)=6 
(x, v,2).(2,-2,0)=2 
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Efetuando os produtos internos indicados, resulta o sistema: 


x + 2y - 3z2= 4d 
ax V- Z=6 


2x - 2Y e 
cuja solução é x=3. y=-Z e z=1. 
Logo, o vetor procurado é u=(3.2,1), 


4) Sea V=[f:[0,1]+ IR; f é contínua! o espaço vetorial munido do produto interno: 


l 
ft g=| t(teg(t) d 
Ú 


Determinar h, .h, eh, .hy, tasque h,.h e Ve bidD=te h(tj= to 


Solução 


l 3 É ] l 
a) My ho = hi tt) hat) dr= t.tídt= tÚdt=-|i— | =— 
do d 
Ê 0 D 
1 | - 
b)h,.h; = hi(t)h; (t)dt = titadt= tdt= =). E 
f o o SB 


3.2 ESPAÇO VETORIAL EUCLIDIANO 


Um espaço vetorial reai, de dimensão finita, no qual está definido um produto interno, é 
um espaço vetorial euciidiano. Neste capítulo serão considerados somente espaços vetoriais 


euciniianos. 
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3.3 MÓDULO DE UM VETOR 


Dado um vetor v de um espaço vetorial euclidiano V. chama-se módulo, norma ou 
comprimento de v o número real não-negativo, indicado por |v|, definido por: 


lvl="a/v.Y 


Observemos que se u=(x,,Y,,2Z) for um vetor do Rº com produto interno usual, 
tem-se: 


TESE TE EE RR ME 
lul= VC y 7). YZ) = Vxiryiro (3.3) 


3.3.1] Distância entre dois vetores 


Chama-se distância entre dois vetores (ou pontos) u e v o número real representado 
por d(u,v) e definido por: 


d(u v)=|u-vy| 


Sendo u=(X,,Yi.Z1) e v= (x,,Y.2) vetores do IR* com produto interno usual, 





tem-se: 

diuv)=tu-v|=Ilxyj-xo yy-Yo, Z4 - 22)] 
ou: 

diu = OM HO ysPtizg- zm) (3.3.1) 
Observações 


WSe |lvi=1L istocé. v.v=), ovetor v é chamado veror unitário. Diz-se, nesse 


caso, que v está normalizado. 


2) Todo vetor não-nulo vE V pode ser normalizado, fazendo: 
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Observemos que: 


V v V.v [e )? 





Po 


vi lvl 





= ui 


E 


e 


v | Y 


E ada 
e, portanto, o é umitário. 
V 


Exemplo 
Consideremos o espaço V=IR* com o produto interno vy. vz = 3x;x, + 2yyYa + 2 Za, 


sendo vw =(Xi, YZ) € vo =(x,.Y2,Z2). Dado o vetor v=(-2,1,2) € Rº, em relação a 
esse produto interno tem-se: 


CMLBELDE VICIP+IP +42 =0+2+4 = 18 


e normalizando v, resulta: 





[xy [= 


É 1 E: 
da A a —=— .—-). 
vi o IB 18 VI8 "VIR 





Observemos que, relativamente ao produto interno usual, tem-se: 


vl= CALDOS V(2P+1+2 =V4+1+4=3 


v  (-2,1,2) 


RR it VE = (- 


Y | 3 


tua] md 
so] há 
ais: 


ted] 3 


E importante observar que o módulo depende do produto interno utilizado. Se o produto 
interno muda, o módulo também se modifica, 


; V E e: 
Assim, fica claro que os dois vetores ae acima, obtidos a partir de v, são unitários, cada um 
RE E 


em relação ao respectivo produto interno. 


3.3.2 Propriedades do Módulo de um Vetor 


Seja V um espaço vetorial euclidiano. 


Diviz0 VYvreVelvi=0 se, esomentesc, v=O,. 
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Essa propriedade é uma consegiiência de Pa. 

ID lavi=jallvl, Vv GV, Vac R 

De fato: 

ovi= (av). (av) = Ve!(v.v) = Jal vv = ellvl 
My lucvi< lulivi, Vu vev 


Se u=0 ou v=0, valea igualdade lu. v]=|ul|vi=o. 


Se nem u nem v são nulos, para qualquer q € IR vale a desigualdade: 
jutaev). (utav) = O 


pelo axioma P,. 


Efetuando o produto interno, vem: 
uu+u(avi+tav u+eltv.v) =0 
ou 


rã 


vie +2(u.vje+rjul” >0 


Obtivemos assim um trinômio do 2º grau em « ipos vv] = 0). que deve ser positivo 
para qualquer valor de «. Como o coeficiente de a” é sempre positivo, o discriminante desse 


trinômio deve ser negativo ou nulo: 
Quvf-d|vê jupttos o 
dj vió=d] q É EO 
(u.vyrs juié lv] 
Considerando a raiz quadrada positiva de ambos os membros dessa desigualdade, vem. 


lu.vis juliv: 
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E tó 


Essa desigualdade é conhecida com o nome de Desigualdade de Schwarz ou fnegquação 


de Cauchy-Schwarz. 


MW lu+rvis lu) +ivi Fu ve” 


De fato: 
utvi= TD (GE 
TER SS 
lu+vil=/uutitu v)rvo.s 
futvll=iol É +Ifuoviriv é 


mas 
vvelovia lullv 
Logo: 
| ap Sn [Pa Do be * 
RLIo 
Ea e sean 4 1 
vu, ainda: 


jutvls|ul+lIs 





Figura 3.3.1: 
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Essa desigualdade, denominada desigualdade triangular, vista no Rº ou no IRÉ confirma 
a propriedade geométrica de que, num triangulo, a soma dos comprimentos de dois lados é maior 
que o comprimento do terceiro lado (Figura 3,3.2) 


A igualdade somente ocorre quando os dois vetores uev são colineares 


3.4 ÂNGULO DE DOIS VETORES 


Sejam u e v vetores não-nulos de um espaço vetorial euclidiano V. 


A desigualdade de Schwarz 
ju.vis|ullv] 
pode ser escrita assim: 


JA, ca 
jutivl 
DI. 
u.v | 
ju tv 


o que implica: 


U.v 


= 
lutívl 
Por esse motivo, pode-se dizer que a fração 
u.v 
jutiv 


é igual ao co-seno de um angulo 8, denominado angulo dos vetores u e v' 


cos O = ——— | Q<8sT 
ju lv 


Observemos que essa fórmula coincide com a (1.7.1) para co cálculo do angulo de dois 
vetores no IR? (ou com a fórmula VI do item 1.9 do IR?3, considerando o produto interno 
usual. 


Espaços vetorigis euciidianos ty 


3.4.1 Problemas Resolvidos 


5) Consideremos o IRº* com o produto interno usual. Determinar a componente c do vetor 
v=(6,-3,c) talque |vij=7, 


Solução 


vi /62+4(3) +02 =7 
36 +9+cº = 49 
ct =4 


EE ati 


6) Seja o produto interno usual no IRº e no Rº. Determinar o ângulo entre os seguintes 


pares de vetores: 


aju=[(2,1,-5) e v=(5,.0.2) 
pra, 102,00) E E 0,1,-2) 


| 
an, 
t+ 


Solucão 


a) lul=s/22 +12 +(-5)º =./30 
“/ 5º +92 =/29 





|vI= 
u.v=M5)+1(0)-5(2)=0 
Dai 
U.yv Ô 2" 
cos & = = 


=" =] 
jullv] 4/30 4/29 


b) lul= | +] +4+9=4/15 
Iul=/4+1+4 =3 


Leve DMD HADAICD =? 
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Dai: 
-2 Ps 
cos 0=—— o 4 F=arecoui- 
15 x3 3 15 | 


7) Seja VY um espaço vetorial euclidiano e u,v E V. Determinar 0 co-seno do anguio entre 
os vetores u e v, sabendo que lu /=3, |v|=7 e Ju+v|=44/5. 


Solução 
tu+vi=v(u+v).(u+7) 


OU. 


lu+vit=[uf?+2ZJu velv/? 


(4/5) =3º + v+7? 
S0=G+2u.v +49 
2u.v= BO- 58 
duv= 2 


çv=] - 
logo: 


Det e HA 11 


De] 


ul [uol Sox Fo 21 





cos 8 = 


8) Consideremos, no R*, q produto interno definido por vw .v, = XX FYiyo, sendo 
vi = (Xp Yi) e vo =(x,,y). Em relação a esse produto interno, determinar um vetor v 


tal que: 


vi=4 v.u=I0 e u=(1,-2) 
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Solução 


Seja v=(x,y) Então: 


vl=/3x +yt=4 o 3x tyê=]6 


v.u=3x- 2y= 10 


Resolvendo o sistema 


3x) + yó=6 

3x - 2y = 0 
obteremos: 

' E 56 - 26 
X=>2 e v=-2 o x- a E 
logO: 

N E: 26 
v=(2,-2) ou vel, CH 


3.0 VETORES ORTOGONAIS 


Seja V um espaço vetorial euclidiano. 


Diz-se que dois vetores u e v de V são ortogonais, e se representa por ulv, se,e 


somentese, vu. v=0. 


Exempio 


Seja V=IR* um espaço vetorial euclidiano em relação ao produto interno 
Xy, Yi) (Xa, Ya)= XX f2yiya. Em relação a este produto interno, os vetores u=(-3,2) 
e v=(4,3) são ortogonais, pois: 


uv (A +HADI(I-O 
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Observações 
1) O vetor OE VY é ortogonal a qualquer v E V: 


U.v=O 


De fato: 
O.v=(0r).v=-O(v.W)=0 
d)Seu iv, então qui v paratodo q € IR 


SjSe u, lveu Lv, então (U, tus)lv 


3.6 CONJUNTO ORTOGONAL DE VETORES 


Seja Y um espaço vetorial euclidiano. 


Diz-se que um comunto de vetores [vi,va, ati + CV é orrogona! se dois vetores 
quaisquer, distintos, são ortogonais, isto é, v,. v,=0 para Lj 
Exemplo 

No IR*. o conjunto 

141, 2.-3),(3,0.1),(1,-5,-3)| 


é ortogornal em relação ao produto interno usual, pois: 


(Lodo AS ÃO =0 
(1,2 St) es, djs 0 


(3.0.1) (1,-5,-5) =0 
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4.6.1 Teorema 


Um conjunto ortogonal de vetores não-nulos A = Eras Ya! é linearmente inde. 
pendente (LI). 


De fato: 


Consideremos a igualdade 
aVi tdoVva Te.t+ da Yn — Ú 
e façamos o produto interno de ambos os membros da igualdade por v,: 


Lapidus o 


Qu: 
ai MG E ata MD É di VE 
Como A é ortogonal, v.v;=U para Ji e v.vÃO, pois v *0Q Então, 
ajlv,.v)=O implica a =U para i=1,2....n. Logo, A= ENE rata e HF éLi 


3.6.2 Base Ortogonal 


Diz-se que uma base “v,.... Va : de V é orrogonal se os seus vetores são dois a dois 


ortogonais. 


Assim, levando em conta o teorema anterior, se dim V = n, qualquer conjunto de n vetores 
ndo-nulos e dois a dois ortogonais, constitui uma base ortogonal. Por exemplo, o conjunto apre- 


sentado no exemplo anterior 


CID PAD. 0 dl, <S,<3)) 


2 uma base ortogonal do IRº. 
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3.6.2.1 Base Ortonormal 


Uma base B= [vy, va... Yn) de um espaço vetorial euclidiano V é orronorma! se B é 
ortogonal e todos os seus vetores são unitários, isto é: 


O para i* j 


| para 1 = | 


Exemplos 
Em relação ao produto interno usual, o conjunto: 


D B=((1,03,(0,1)) é uma base ortonormal do Rº (é a base canônica). 


3 3 


2» B=- SH. e (== SO )+ é também base ortonormal do Rº (verificar!): 


3) B=((1,0,0),40,1,0)(0,0,1)| é uma base ortonormal do IR” (é a base canônica): 


1 l l 
4 B=/u,,u,,ua |, sendo uia re e 
E ] É ! ] 
bb E(-—— ,.— ,— ) e us (0,-— ,—.), 
3 de” do E 3 El VE a 


é também base ortonormal do Rº, pois: 


UU UU, =U,.Us5>uUu4.44=0 


dy. US Us. Ud, = 05.035] 


As bases ortonormais são particularmente importantes, como ainda veremos. 
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Observação 


v 
Já vimos que se v é um vetor não-nulo, o vetor NA é unitário, Diz-se, nesse caso, que v 
V 
Y 


está normalizado. O processo que transforma v em Ta chama-se normalização de v. 
Assim, uma base ortonocrmal! sempre pode ser obtida de uma base ortogonal normalizando 
cada vetor. 


Por exemplo, a base B= [vi vo,vas, sendo vw =(L,1,1), vz =(-2,L1) e v3=(0,-1,1), 
é ortogonal em relação ao produto interno usual. Normalizando cada vetor, obtemos: 


ipi A a 
E SR E do “O 


u te e 2, 1, |) se ds dies . 
* ly 4 ++] (6 V6 V6 


vs o L(0,-LD o LAO, 


,—— = ————— =( a CR em 


A gel slDALTA DO NT 


e B'=(u,,u,u,| é uma base ortonormal do Rº, 


3.6.3 Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt 


Dado um espaço vetorial euclidiano V e uma base qualquer B= [v,,V5..., Vad desse 


espaço, é possível, a partir dessa base, determinar uma base ortogonal de V. 
De fato, supondo que v,, v5,..., Yp Não são ortogonais, considere-se 
Mep VI 


e determine-se o valor de q de modo que o vetor w, = v, - aw, seja ortogonala w,: 


(va -0W;). wW =0 
Fo Wj - E (W Wa J=O 


Va. W 
Wo. Wy 


CF o — 
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Isto é: 


. Va. Wj 
Wo = 49 = À 


W 
a ie 


Assim, OS vetores w, E w, São ortogonais 
Considere-se o vetor: 
Wa =Va- daWo -dyW, 
e determine-se os valores de a, e a, de maneira que o vetor wa seja ortogonal aos vetores 


W | [= Wa. 


vs - doWs -2w/).w;=O 


(Va doWo - AyWi). W> =0 


Va.W - Da Wo Wi)j- di iw) .w,)=0 


Es a as (wo. Wa)-as(wy - wa)=0 


Tendo em vista que wyj .W, =0, vem: 


Va. Wo -alw,.W/)=Q 


V3 Wo - da(Wa . Wa) =0 





e: 
Va. W; Va . Wo 
a, = 3 É g a, = 3 F 
Wo. W; Wa Wo 
isto é: 
Va. Wa, Va Mina 
W3 = Va3-( wa -(———— )w; 
Wa Wa W WI 


Ássim, OS vetores w1j, W, € W3 São ortogonais. 
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Pode-se concluir o teorema por indução, admitindo que, por esse processo, tenham sido 


obtidos (n - 1) vetores Wy, Wa, W..1 € considerar O vetor: 


— — = o Wa, — mw 
" fe do 1%n-l da Wa dy Wj 


sendo aj, da... a] tais que o referido vetor w Seja ortogonal aos vetores wi, Wa, ..., W. 1 


Os valores de d4,ã5,.. A. | que aparecem em w são: 
Yao Wi is Yn Wa A Nm Wa A O Nn Wr= | 
di SE sy de mãatk E mi unica 
Wi. Wi Wa. Wa Wa. W3 R Woo" 
Assim, à partir de B= [vi va, Yn!, obtivemos a base ortogonal (wi, w2,... Wa). 


O processo que permite a determinação de uma base ortogonal a partir de uma base 


qualquer chama-se processo de ortogonalização de Gram-Schmidt. 
q. 
Para se obter uma base ortonormal, basta normalizar cada w, Fazendo u; ai 
W': 
i 





obtemos a base 


vam y 
B = (ui. o, ce. Lo | 


que é uma base ortonormal obtida a partir da base 


B= [vv ca ns 


Observação 


Fendo em vista que: 




















V Wj W4 W1 W l | 
dj = d =y A ne Wo x Ms UM) — 

W. Wi Dow. Wi | Wa] wa do lwal Wa 

Vo W w w Wa | | 
da — ALE = v a V E Es — RA M — (ve Us ) 

Wa. Wa DO Wa. Wa "wo Ps) || | ws| 
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Va Wa | 
“-n = 
da — e = (Vo Wa) 
Wa. Wa | Wa | 
VR. W 
n n-1 | 
a E O ) 
i a 
É Vad mas A Wo] 


OS VELOIES Wi, Was, Wo podem ser expressos do seguinte medo: 


[) Wa LE 


e = Wa 
[DD wa = va -aW = vo-(vo. My) — 





| Wa | 
Wa = Va —- (Vo. Uy Ju; 
[) Wa — Va -—- daW4 — dy W) 
- Wa W 
Wa = V3 - (Va. 5) - (45. Us — 
| Ws| | Wi | 


Wa = Va - (Va. o )Uo — (Va. UU 


dy rd CM Ma) gs (Yn VU, )u, 


Exemplo 
Sejam v=(Ll,t) w=(0,11]) e vs =(0,0,1) vetores do R*, Esses vetores 


constituem uma base B= (vi,Y,,v3/ não-ortogonal em relação ao produto interno usual 
Pretendemos obter, a partir de B, uma base B'= (u,. u,, Us! que seja ortonormal 


Solução 


Mg me jo — fd tod) 
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Vo — (Va . Uy) Us 


Wa — 


l l 
V3' 3 


=(0,1,1).( 


Va . Us 


e 
| 


reli, 
id [e eu Jen 
iss es jon 
= 3 
as eq [en pm, 
tear” mer 
- 
E ER mam | et; 
a a esjem 
E al I 
“grs” er” “mr 
| | | 
Eh Eh E 
- + x 


m [re + 
* Ilmo 
mm | re, fia 
E <+) Or 
eq fem 
dor 


.U,)u, 


Us) Us - (Va 


Va - (Va 


Wa — 


15 
Ig 
-|S 
“I> 


( 


Ma = (0, 0, 1) 


Ya 


Ig 


| 
Ss 
| 
SS 
Em] 
pi 
em] 
nad 


- dy = (0, 0, 1) 


Ya 


| 
| 
5 
IS 


Ó 


] 2º 1] ] 
9,0,1)-—= (€— ,—= = 
( ) E! TE = 


Wa — 


| 1 1 
(5 dE 3) 


) 


l 


E | 
(O, Ú, 1) e ra "6 "6 


Wa — 


É 
7) 


l 
Ws = (O, ci 


| 
rm 
— Jes 
Indio 
| 
So 
Veg! 
II 
ami 
> 
es 
tam” 
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di ioga O O—eiggil o Sit 


A base B = (u,,u,, us) é uma base ortonormal. pois: 


Uj .Uy = Uj.Ug= us .UG5= O 
É: 


lu,t= us l=Iusl=i 


3.6.4 Componentes de um Vetor numa Base Úrtogonal 


Seja V um espaço vetorial euclidiano e B= (v,,...v. | uma base ortogonal de V. Para 
um vetor w € V, tem-se: 


Me= yvy Fe tavet..,. Ann 
Etethúando o produto interno de ambos os membros da igualdade por v;, vem: 


W.Yj — ajtv) UM Je ios + ay; Vi) Ta + aç(vn vi) 





ou: 
Ww.v= alv;.v) pois v5-V;5 O para j *i 
logo: 
W.v, 
= E (3.6.4) 


é a expressão da i-ésima coordenada de w em relação à base B. 


Exemplo 
Seja Y=IRº como produto interno usual e à base ortogonal 
Ee ! a 1), (-1, 2)) 


Calculemos as coordenadas do vetor w=(4,7) em relação a essa base B. na qual 
1 2(2,1) e vo =(-1,2) Pretende-se calcular a, e a, tais que: 


W= 4Vj tasvo 
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O DP o OO 


Utilizando à fórmula (3.6.4), vem: 


rr ILDALD 4+1 5 








o WvD (GDI -4+14 10. 
E vo. % (1,2). (-1,2) | +4 5 


logo: 
Wy = 3V4 + AN s 
QU: 


Wa = (3. 2) 
Como se viu, as coordenadas de w, na base canônica, são 4 e 7, enquanto na base B são 
3 E ga 
Ubservação 


No caso particular de B= Avi... vn: ser uma base ortonormal de V. os coeficientes 
a dovetor w=ajvi t.. tanva. pela fórmula (3.6.4), são dados por: 


POIS Fija jo L. 


ASSIM, 


w= (Wo vbr tem. volvo to tim vv 


Exemplo 


A base B= 1 (5). 5.5) é uma base ortornormal do R” em relação ao produto 


imterno usual. Dado v= (5,2), para encontrar a; e à; tal que 


4 3 


4 
DD a SS) 
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basta fazer: 


4 3 Õ 14 
dy — Es: 2). Cs.) = «4 E E E 


logo: 


23 14 
"BO Cos) 


Observemos que se tivéssemos a base canônica: 


B = [(1,0).(0,1), 
a =(5,2).(1,0)=5 


a =(,D).(0,1)=2 


e, portanto: 


V 


E = (52) 


Isto é: 


(5,2)= 5(1,0)+2(0,1) 


3.7 CONJUNTOS ORTOGONAIS 


Se 5, e 5% são subconjuntos não-vazios de um espaço vetorial euclidiano V, diz-se que 
S1 é ortogonal! a Sa, e se representa por 8, 1 S,, se qualquer vetor v, E S, é ortopgoral 


à qualquer vetor v, E 85. 
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E re Pr ii RP ——eeisneneeeeetuntoeoeoeoeoeeoeesseoeo esses 


Exemplo 
Os conjuntos 
51 = Í(o, ), AR (O, Pa 4) E 32 E ta, -2, 1), (2, 2, 1), (4, 6, -3)) 


são ortogonais relativamente 30 produto interno usual no Rº (verificar!). 


3.4.1 Teorema 


Seja VY um espaço vetorial euclidiano e B= fv,,..,v, | uma base de um subespaço S 
de V, gerado por B. 


Se um vetor u&V é ortogornal a todos os vetores da base B, então u é ortogonal a 
qualquer vetor do subespaço S gerado por B. 


Diz-se, nesse caso, que u é ortogonala S e se representa por ul 5. 


De fato; 
Qualquer vetor v€ S pode ser expresso por: 


= a1Y3 + da Va à ES + Any 


u.v=u (ave tasçva +... +asYo) 


u.v=au. vi) tatu. vo) +... tatu. vo) 


Mas, por hipótese, u.v,=0O, i=1,...,p. 
Portanto: 

u.v=o 
logo: 


ulv ou ulsS 


A recíproca desse teorema não é verdadeira 
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3.8 COMPLEMENTO ORTOGONAL 


Seja Y um espaço vetorial euclidiano e S um subespaço vetorial de V. Consideremos q 
subconjunto de Y formado pelos vetores que são ortogonais a S: 


S. =[ve Vivi S] 
Esse subconjunto S! de Y é chamado complemento ortogonalde S. 
Vamos considerar duas propriedades: 
D) Sº é subespaço de V 
De fato: 
a) Se v,,v3 E S", para quaiquer vE S, tem-se: 
v lu e vlu 
Isto é: 
v.u=D e vy. u=0 
Então: 


Vi utvo u=0 
(vi tvo).u=0 implica (vy, +tvr)Es! 


b) Analogamente, se verifica que para qualquer «€ R, av, E St 
IH) Se S é subespaço vetorial de YV, então 
v=s04) 8! 
isto é, Y éasomadiretade S e 5º 


De fato: 


Se S=(0+, então S! =V ea demonstração é imediata. 
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a ei PP e 


Se S=[0), para qualquer vES NS tem-se: 


o que mostra que 
sn si =(0) 
Por outro lado, como S é um subespaço vetorial de VY, S pode ser considerado um espaço 


vetorial euclidiano tal como V. Nessas condições, sejam B= [e,.€>,...,e, ; uma base orto- 
normal de & e v um vetor qualquer de YV. 


Tendo em vista que Y .€1,Y.€3,...,Y. Ep são números reais, O vetor 
m=(v.ede +(v.eo)e t..t(v.ee, 

pertence a S, e o vetor 
Va = Ve 


é ortogonal a 8, isto é, pertence a Ss, por ser ortogonal a todos os vetores da base B = 184, 63; pd: 


Va. p= (V-v)).ey— v.ey-vI. é 

we ve-lv.eje t(v.cdje +. tiv.eg)eç].e 
voe v.e-lvejeJ.etO+.. +U 

Vo CS V.e-Vv. e 

v .e4=0 


Do mesmo modo: 


Va. 8, = O, vo.€645= 0,.., Ya En Õ 
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Assim, v=v tvs, com v, E Se v, € 8º! 
Logo: 


V=Ss0)s! 


Exemplos 

|) Seja YV= Rº como produto interno usual é 
S= ((0,0,c)ce R| (eixodosz) 
Então: 


S* = ((a,b,0)/a,b IR) (plano x0z) 





2) Seja V= IRÊ como produto interno usuale S=((x,-x)xE RI 
Então: 
S- =([(x,x)xe R' 


uma vez que (x,-x). (x, x)=x'-x'= 0 


3.9 


9) 


10) 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS 
Determinar o valor de m para que os vetores u=(2,m,-3) e v=(m-1,2,4) sejam 
ortogonais em relação ao produto interno usual do Rº. 
Solução 
Os vetores são ortogonais se u . v=0. Então: 
(2.m.-9).(m-1,2,4)=0 
2(m-1)+m(2)-3(4)=0 


2m-2+2m-12=0 


dm = 14 
= 
P, 


Seja V=IRº co produto interno 


(Xi, Yi, 21). (Xo, Yo, Za )= 2X,X2 + 3Y1Y2 + 22 


Determinar um vetor unitário simultaneamente ortogonal aos vetores u=(1,2,1) 
e v=(1,1,1). 
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Solução 


deja w=(X,y,2Z) talque wiu e wi v. Então: 


w.u =D (x, y,2z).(1,2,1) =0 
ou 
w.v=0 (x,y, 2).(1,1,1) =0 


Com o produto interno dado, obtemos o sistema, 


ixtóvtz= 0 
| RA Fr 

que tem por solução: 
y=0) e 2z=-2x 


Logo, w=(x,0,-2x)=x(1,0,-2), para x€ R. 


Portanto, existem infinitos vetores ortogonais simultaneamente a u e v, porém todos 
múltiplos de (1,0,-2). Para x=1, obtém-se w, =(1,0,-2), que, normalizado, resulta: 





mw. QU) MO) (10 2 
wa) 201)? +02 + (25 0 v6 26 


11) Construir, a partir do vetor v, =(1,-2,1), uma base ortogonal do Rº relativamente ao 
produto interno usual e obter, a partir dela, uma base ortonormal, 
Solução 
Seja B= [vi,Vo,VYa + à base ortogonal a ser determinada. 
Seja v2 = (X,Y,Z) Como v, | v;, tem-se: 


vo. v,) - O 
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(x,y z2).(1,-2,.80)=0 
x-2y+tz = 0 
Xx— dy - Z 
Existem, portanto, infinitos vetores ortogonais a v; da forma 
(Zy-zyz), yr, ze R 
Fazendo vy= O e z=1, obtém-se um vetor particular: 


Was (-1,0, 1) 


Assim, O conjunto 1 vi.Yz | é ortogonal, pois v, .v; = O. 
Para obtermos uma base ortogonal, necessitamos de mais Um vetor. 


Seja va = (a,b,c), talque v; | v,; e va À va. Então: 


va. Vv3 = O 


Va. v2.5 0 


ou: 


(a, D, c) (1, 2, 1j= Ú 


(a, b,c).(-1,0,1)=0 


ou, ainda: 


a-Zhb+c=0 


-a +tc=0 


sistema de solução a=c e b=c, 
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MS O e O TO —————— Ie 


logo: 


vetor 


12) 


Portanto, os vetores ortogonais a v, e v, são do tipo 


(ccc,ce R 


Fazendo c=1, obtém-se um vetor particular: 


Ya = RR l, 1) 


B=[(1,-2,0), (-1,0,1), (1,1,1)! é uma base ortogonal do Rº com à presença do 
Yj — (1, -2, 13. 


Para se obter, a partir de B, uma base ortonormal, basta normalizar cada vetor de RB. 


Assim: 





RI 


| Va! vl+i+] 


B'= (u,,u,,us | é uma base ortonormal do Rº. 


Esse problema, como é fácil observar, tem infinitas soluções. 


O conjunto B= [(1,-1),(2,b)| é uma base ortogonal do R* em relação ao produto 


interno: 
(Xi, Yi). (Xo, Yo) 2X4Xo tYiyo 


Calcular o vator de b e determinar, a partir de B, uma base ortonormal. 
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Solução 
Sendo B ortogonal, tem-se: 
(1,-1).42,0)= 0 
2(0(2)-1(b)= O 
b= 4 
Portanto; 
B= [(1,-1),(2,4)] 


é ortogonal. 


Normalizando cada vetor de B segundo esse produto interno. vem: 





se MB = Ai fia A 
Bajo 3 30 43 


(2, 4) 


3 
a E A — Re 
Vopyp+a 2v6 v6 v6 





dpi dk 


RECINE 


| 
B= (ir 


EE n 


é uma base ortonormal do IR“ relativamente ao produto interno dado, 


13) Em relação ao produto interno usual, determinar uma base ortonormai do seguinte 
subespaço vetorial do Rº: 


S= (lx, y z)e R'ixty-z/=0 


Solução 


Basta considerar uma base de S e, posteriormente, aplicar nela o processo de Gram 


Schmidt com a normalização de cada vetor. 
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Observemos que dim S=2 e, portanto, uma base de S tem dois vetores. Isolando x na 
igualdade: x ty +27=0, 


vem: 
X=-vVtgy 
Se fizermos: 
(1) y=0 e z=1 


(Dy=t e z=0 


Obteremos os vetores v, =(1,0,1) e va =(-1,1,0), sendo B= (v,,v;! uma base de S, pois 
vi eva são Ll. Procuremos uma base B'= [u,.u, | que seia ortonormal, 


aJu=—- dA 


l 
[Vi V2 2 fo 


1 l | 
h e do e fia ED pr ii a 
Wa = va-(lvo Uybuy=(-110)-( dt ta a! 
E | dx zm | 
Wa — (-1, UM, 0,-D)= i 15) 
| ] 
u = — Por er 12 1, 
FP: = RR e == 
wa 6 V6 VB vê 
by 
logo: 
] l l É l 
B=-=/(-—4,— b(-— ,—=. ,—= ): é uma base ortonormal de 5. 
o a, 
Observação — O processo de ortogonalização de Gram-Schmidt teria sido evitado caso 


tivéssemos escolhido uma base B já ortogonal. 


4) Seja o produto interno usual no Rº eo subespaço, de dimensão 2, 
So [(1.1,0,-1) (1,-2,1,0)]) 


Determinar S! e uma base ortonormai de St. 
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Solução 
Umvetor v= (xy, ZDE S1 se 
(x, yzt.(1,1,0,-1)=0 


(x,y, 2, t).(1,-2,1,0)= 


Dai vem o sistema: 


x+ v-t=0 


x- 2y + z=0 
cuja solução é: 
l=x+y é z=-x+2y. 
Logo: 
= (x y,-x+t2y,xty)rye R) 
Uma base de S! é 


B = ill, 0-1, 1), (O, ), 2 HD! 


na qual v,=(1,0,-1,1) e v, =(0,1,2,1). Apliquemos o processo de Gram-Schmidt à base B 
para encontrar a base ortonormal B'= (wu): 


jd é SELO um O - ms ques 


[vol (3 V3. V3 4/3 


bw = vo (va. uy = (0,1,2 10 a Hina RE 


va SS VIE! 


ado sã 
e 
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a ——empe O — e o sp 
Lopo: 
B'= (Us, La ) 


é uma base ortonormal de S1. 


3.10 PROBLEMAS PROPOSTOS 


1) Sejam u= (x,,y1) e v=(x5,y2) Mostrar que cada operação a seguir define um produto 
interno no R*: 


a)u.v= XX +yiyo 
bu.v= 2X,X + 5y1ys 


C)u.V= XX +Miyo tXoYy t2viyo 


2) Calcular o produto interno dos vetores u= (1,1) e v=(-3,2) segundo cada produto 
do exercício anterior. 


3) Sejamosvetores v; = (X,,ys) e w=(x9,y5) de V= Rº 


Verificar quais das funções f:V x V >, definidas abaixo, são produtos internos 


em V: 

a) E(vi, v2)= 2X1X2 +3y1Yo 

b) f(vi, Va )= XX - Yao 

c) flvi, va)= Xjxo + y1y> 

d) Tlvi, va)= 4x,X, 

e) flvi va)= XyXo tyiya +] 

D) Elvis va)= 3X1X2 -X1Yo - XY + 3y ya 
8) Elvis va)= 4X4Xa +Xyyo FXayi tyiyo 


h) flv, vo)= Xiya + XY 
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4) 


5) 


6) 


Sejam V= Rº cosvetores u= (Xj, Yi. Z)) e v= (xa, Ya, Z2). 


Verificar quais das seguintes funções são produtos internos sobre o Rº. (Para aquelas 
que não são produtos internos, citar os axiomas que não se verificam.) 


LI 


a)u.v= XX t3y/Y3 


b)u.v= 3x,X9 + 5yiYa T 2zizo 


eu.v= 2xivi +3xy + Zi 2, 

dju.v= X;X fYyYo-ZiZo 

eju.vo XX FYiyo tzZa- XY - Kyo 

Consideremos o seguinte produto interno em P,. p.q= ab; taçb; tagbo, sendo 


p=axtaxtao e q=b;x)+b;x+bo. Dados os vetores p= xº-2x+3, 


pa= 3x-4 e py=1-xº, calcular: 


a) Pi. P3 
b) lpil e lps! 
c) | Pi t+ Pal 
p 
| Pal 


e) co-seno do ângulo entre p; € ps 


Se 
1 b; da ba 
Cy di Co do 


são matrizes quaisquer de M(2,2), a seguinte fórmula define um produto interno nesse 


espaço: 


U.vYv— dy da +b,b; + CC, + d, 0d 
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jr ei e do e ee 


Dados os vetores 


1 E Õ 2 
U= e V= 
=] l l 
determinar: 
a) ju +v] 


bj) o ângulo entre u e v. 


] 
!) Noespaço V=P, consideremos o produto interno tt). glt) -| f(t)g(t) dt. Calcular 


H(O.g(t) e lE(t)] para F(D= 1" -2Dt e g(D=t+3. 


8) Verificar a desigualdade de Cauchy quando se tem: 
aju=(2,-i) e v=(-2,-4) eo produto interno do problema 1b. 


bju=-xº+x-3 ev=3x-x+] eo produto interno do problema 5. 


9) Seja a função 
f.Rºx Rê M(1,1) 


] I Ã9 
((x, vi), (xa, Vo ))j—— |; Y4] 
| ) Ya 


Mostrar que f é um produto interno em Rº e calcular: 
a) À norma do vetor (1,3): 
b) Um vetor unitário a partir de (1,3); 


c) Um vetor ortogonal a (1, 3). 
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tQ) 


12) 


15] 


Provar que se u e v são vetores de um espaço vetorial euclidiano, então: 


ajul v implica |u+ vP=|ju/?+|v! 
(Intepretar geometricamente esse fato no IRÉ eno Rº.) 


h)(u+v)l (u-v) implica ul=tvi 


Consideremos, no Rº. o produto interno usual. Para que valores de m os vetores u e y 
são ortogonais” 


aju= (3m, 2. -m) Ê v= (-4. 1,5] 


bju= (0 m- 1,4) e v= (5,;m- 1-1) 
Consideremos, no Rº, o seguinte produto interno: 
(X1, Yi. Zi) (xa, Yo Za )= XX, + yyyo + ÍZyz 


Determinar, em relação à esse produto interno. um vetor unitário simultaneamente 
ortogonal aos vetores u= (1,-1,2) e v=(2.1,0) 


Seja V=Rº como produto interno usual. Determinar um vetor uS Rº ortogonal 
aos vetores v,=(1.1N w=(5.l.3jeva=(2-2-3) 


Determinar os vetores (a, b. c) para que o conjunto B= +(1,-3,2),(2,2,2) (a. b.c) ' 
seja uma base ortogonal do Rº em relação ao produto interno usual. Construir a partir 
de B uma base ortonormal. 


Seja V= M(2.2) munido do produto interno definido no problema 6. Determinar x de 


modo que 
| -2 3 E 
Ç 
5 x | 1 


sejam ortogonais. 
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t6) 


17) 


18) 


t9) 


20) 


21) 


seja P, o espaço vetorial dos polinômios de grau « 1. Definimos o produto interno entre 
dois vetores p e q de P, como segue: 


p.q= 2actad+bc+2bd, sendo píth=at+b 


a(tyj= ct+d 
a) Calcular o ângulo entre t- 1 e 3t, 
b) Encontrar um vetor r(t) ortogonal ao vetor t- 1. 


Sejam V= Rº munido do produto interno usual e A= ((1.-1,-D) CV. Encontrar 
uma base ortogonal B de Y talque AC B, 


Sendo VY= Rº munido do produto interno usual, determinar um vetor não-nulo ve Rº 
que seja ortogonala v, = (L,1,1,-1), vw =(1,2,0,1) e va=4-4,1,5,2) 
Consideremos o seguinte produto interno no Rº: 

(X1,Y1). Oto, Ya)= Xixo + 2Xyyo + 2x0Y9 + Syiyo 


Mostrar que, relativamente a esse produto interno, o conjunto 


A=((1,0),(2,-1)! é base ortonormaldo R*. 


O conjunto B= 4(2,-1),(k,1)+ é uma base ortogonal do Rº em relação ao produto 
interno 


(Mr Yi) ÃXo, Ya) 2XXa +AVo TX TYyIYo 


Determinar o valor de k e obter, a partir de B, uma base ortonormal. 


Consideremos as seguintes bases do Rº* edo R'º: 


a) B= 1(3,4),(1,2)) 
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23) 


bj B= ((1,0,03,(0,1,1),(0,1,2)) 
co) B= 1(1,0,1),(1,0,-1),(0,3, 4)) 


Ortonormalizar essas Gases pelo processo de Gram-Schmidt, segundo o produto interno 
usua) de cada espaço. 


O conjunto B= 4(—= a (+ —= NT é uma base crtonormal do Rº como 


ADA 


produto interno usual. Determinar o vetor coordenada de v= (2,4) em relação à base B. 
Utilizar o processo apresentado em 3,6.4. 


Em relação ao produto interno usual, determinar uma base ortonormal dos seguintes subes- 
paços vetoriais do Rº: 


a48= (ix yz)€ Rºiy-22= 0: 
b)S= ilx,yv.ze Rºixtyt+rz= 0] 


Determinar, em relação ao produto interno usual, uma base ortonormal para o subespaço do 
Fº gerado pelos vetores v,=€1.0.-1.1). vw=(0,1,0.1) e va=(1,1,-1,2) 


Seja S= [lx,y.z.-lx táóy +5z)x, y,2€ R:) subespaço de ER“ com o produto 
interno usual, 


Seja A=I(L2-LILIZ-LAII CS 
aj Ortonormalizar o conjunto A, 


b) Completar o conjunto A de modo a transformá-lo num 3 base ortogonal de 5. 


Seja V= IRº munido do produto interno usual e B = ((1,2,-3),(2,-4.2)+. Determinar: 
a) O subespaço S gerado por B. 


b) O subespaço S- 
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27) Seja V= Rº munido do produto interno usual. Dados os subespaços: 


[x,y 27)€ Rº/x-D2y +32= 0) 


5 


S4 = +4tQ2Z,1,-lhe Rj; 


determinar S,' e 84 


28) Consideremos o subespaço S= i(x,y,2)x-z=0; CIRº com o produto interno: 
(x,y. 2). (X,y,2)= 2xx + 3yy' + 427 


Determinar S! e uma base de S! 


3.10.1 Respostas de Problemas Propostos 
go a) -1 b) 4 c) O 3. a), f), 2) 
4. a) Não é produto interno. Falha o axioma P,. 
b) É produto interno. 
c) Não é produto interno. Falham os axiomas P, e P, 
d) Não é produto interno, Falha o axioma P,. 
e) E produto interno. 
5. a) -lá 
b)vld4 e v2 
c) 3 
d) =x - = 


22 


e) cos = - FE 
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a) 21 
b) é = arc cos 
42 

REA [8 
2 é E 
a) 5 

1 3 
Cc) t(=7,4) 
) É bj 3 ou -] 
2 8.1 
Gr org) 


vu=a(l,?,-4)) a€ R 


US, LI TAO 


o A 3 Ê Lo H á l ê 
(Ga açao as Vavo! 


a) 8 = are cos cs 


bjt + 1 (é uma das soluções). 
c(1.-1,-29,(1,4.0),(-1.1,-1) ) é uma delas. 


Uma solução é (9,-8,0,7) 


FA 


!30 


Álgebra linear 





21, 


aa 


23. 


24, 


Sos 


26. 


Et 


28. 


TA EI 


poi e ) 
vo Do NINE 


l Es 
se E 


b) 141,0,03,40, ) 


= 
e) Ui edi 


Ya — (342,42) 


a) 4 (1,0,0),40, - 


si 


bj ti O), (- 


AA RCE TE 


Existem infinitas bases ortonormais. 











Uma delas: 
([í | E E fo S +, é )! 
VI 3 3º vis vs 415 315 = 
1] 2 E a > As 
e 1 pa RS 


TO TATO ID NR VD VD 

b) Uma delas: 

(1 2,-1,1),(2,-1,2,2),(44,4,5,-47) 
a)8S= !(x,y.z7)€ Rºjxty+z= 0! 
b)S* = ((xyz)€ R'jx=vy=z! 
S, = [(x.-2x, 3Ix)xe RI 
S; = “(x,y 2)€ Rº'/2xty-2= 0: 
S! = [(-27,0.27)/2€ R! 


Uma base: 1(-2,.0,1)). 


CAPÍTULO 





TRANSFORMAÇÕES 


LINEARES 





4.1 TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


Neste capítulo estudaremos um tipo especial de função (ou aplicação), onde o domínio e 
o contradomínio são espaços vetoriais reais. Assim, tanto a variável independente como a variável 
dependente são vetores, razão pela qual essas funções são chamadas vetoriais. Estamos particular- 
mente interessados nas funções vetoriais lineares, que serão denominadas transformações lineares. 


Para dizer que T é uma transformação do espaço vetorial V no espaço vetorial W, escre- 
ve-se T:V—W. Sendo T uma função, cada vetor vE V tem um só vetor imagem wE W, 
que será indicado por w = T(v). 


Vamos exemplificar, considerando V=Rº e W=Rº. 


Uma transformação T:Rº— Rº associa vetores v=(x,y)JE Rº? com vetores 
w=(x,y,Zz)€ IRº. Sea lei que define a transformação T for 


T(x, y) = (3x, -2Y, as y) 


o diagrama da página seguinte apresenta três vetores particulares v e suas correspondentes 
imagens w. 


Deve ficar bem claro que, para calcular, por exemplo, T(2,1), tem-se: x=2 e y=1, 


e dai: 


TO, D=(3x2,-2x 1,2-1)=(6,-2,1) 
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4.1.1 Definição 


Sejam V e W espaços vetoriais. Uma aplicação T:V—W é chamada transformação 
linear de V em W se: 


D T(utvw)=T(u)+T(v) 


ID) T(au)=aT(u) 


para Vu,vE Ve Vac R. 


Observação 


Uma transformação linear de V em V (é o caso de V=W) é chamada operador 
linear sobre V. 


Exemplos 
D TR Rº, T(x,y)=(3x,-2y,x- y) é linear. 
De fato: 
I) Sejam u=(x,,Y1) é v=(Xx2,Y2) vetores genéricos de Rº, 
Então: 


T(u+v)=T(x, +txa,y1 tYa) 
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2) 


T(u+v)=(30% +x2),-2(y1 +72), O + x2)-(yy +y2)) 
T(u+v)=(3x, +3x,,-2y1/-2y2,X1 + X -Yi-Ya) 
T(u+v)=(3x,,-2y1,X1 - Yi )+(3xo,-2y2,X2 -Y2) 
T(u+w=T(u)+T(v) 

Il) Paratodo «E IR e para qualquer u=(x,,y,)E IR”, tem-se: 
T(au)=T(ax,, ay) 

T(au) =(30x,, -20y1, 0X; -0Y1) 
T(au)=a(3x,,-2y1,X -Y1) 

T(au)=aT(u) 

JRR 

x+-— 3x ou T(x)=3x é linear 
De fato: 


I) Sejam u=x, e v=x, vetores quaisquer de IR (os vetores, nesse caso, são 
números reais). Então: 


T(u+vw=T(x, +x,) 

T(u+v)=3(x, +x4) 

T(u+v)=3x, + 3x, 
T(u+v)=T(u)+T(v) 

I) Para Vac IR, Vu=x,€E R, tem-se: 


T(au)=T(ax;) 
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T(au) = 3ax; 
T(au)=a(3x;,) 


T(au)=aT(u) 


Observação 

Essa transformação linear representa uma reta que passa pela origem (Figura 4.l.la). 
É fácil ver que, se uma transformação representar uma reta que não passa pela origem, ela 
não é linear. Por exemplo: 


TER R, T(x)=3x+1 


não é linear. 
De fato: 


Se u=x, e v=xX, são vetores quaisquer de IR, tem-se: 
T(u+v)=T(x, +x2) 
T(u+v)=3(x, tx,9)+] 


T(u+v)=3x,+3x, t1l=(3x, +1)+ 3x, 





T(u + v) E T(u) + T(v) = (3x; + 1) + (3x, + 1) Figura 4.1.la 
Seria bem mais fácil constatar neste exemplo que T não é linear, se conhecêssemos a propriedade: 


“Em toda transformação linear TV —> W, a imagem do vetor O E V é o vetor 0EW, 
isto é T(0)= 0." 


Este fato decorre da condição (II) da definição, para «= 0: |: 
T(0)=T(O.v)=0.T(v)=0 
Nos exemplos 1) e 2), de transformações lineares, tivemos: 


T(0,0)=(0,0,0) e T(0)=0 
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Nesse último exemplo, de transformação não-linear, verifica-se que: T(0)*0, pois 
T(0)=1. 


Assim, também não é linear a transformação 

TER'— Rº, T(x,y,2)=(3x+2,2y-2) 
pois T(0,0,0)=(2,0) *(0, 0). 

Insistindo: se T;V—— W é linear, então T(0) = O. No entanto, a recíproca dessa proprie- 
dade não é verdadeira, pois existe transformação com T(0)=0 e T não é linear. É o caso da 
transformação 

TR Rº, T(x,y)=(x?, 3y) 

De fato: 

Se u=(x,,y1) e v=(x,,y2) são vetores quaisquer de R*, tem-se: 

T(utv)=TO +x2,y1 + ya) =((x4 +x0)2,3 (9, tya))= (1x7 +2x4X, +X2,3Y, +3y3) 
enquanto: 

T(u)+T(v)=(x1,3y1) + (x, 3y2) = (x7 + x3, 3ys + yo) 
isto é: 

T(u+vW) + T(u)+ T(v) 

3) A transformação identidade 


By sy 


v t— y ou I(v)=v é linear 
De fato: 
D I(u+v)=u+v=I(u)+I(v) 


IH) I(au)=au=al(u) 
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4) 


5) 
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A transformação nula (ou zero) 
FE y —& 

v |-—+ 0 ou T(v)=O é linear 
De fato: 
D T(u+v)=0=0+0=T(u)+T(v) 
ID T(au)=0=ax0=aTu 
A simetria em relação à origem O (Figura 4.1.1b) no IRº 
TR — Rº 

vo — -vy élinear 
De fato: 
D T(u+v=-(u+v)=-u-v=T(u)+T(v) 


ID T(au)=-au=a(-u)=aT(u) 





Figura 4.1.1b 
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6) A projeção ortogonal do IR? sobre o plano xy (Figura 4.1.1c) 
TERº' —— IRº 
(x,y, 2)H— (x,y,0) ou T(x,y,2) =(x,y,0) 


é linear (verificar!). 







V=(X,Y,Z) 






T(v) = (x,y, D) 


Figura 4.1.1c 


7) A projeção no eixo dos x 





T: Rº Rº, T(x,y,2)=(x,0,0) 


é linear (verificar!). 


8) Seja o espaço vetorial V=P, dos polinômios de grau <n. A aplicação derivada 
D:P, —— P,, que leva fe P, em sua derivada f. isto é, D(f)=f', é linear. 
De fato: 


Pelas regras da derivação, sabe-se que: 


D (f + g) = D(f) + D(g) 
ê 


D (af) = «D(f) 
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9) 


10) 
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Sejam os espaços vetoriais V=P, e W=IR. A transformação T:P,-—— R definida 
tb | | 

por T(u) = / udt (a, bE R), que a cada polinômio u€E V associa sua integral 
a 


definida T(u)€ R, é linear. 
De fato: 


Por meio de teoremas do Cálculo, sabe-se que: 


rats [Puta Proa fPesera+ro 


reu= [*aujat=a fPuncara 
a a 


| 2 
Sejaa matriz A= | -2  3]|. Essa matriz determina a transformação: 
O 4 


Tt RÉ——» R$ 


vt— Av ou TAa(v)=Av 


que é linear. 
De fato: 


Ta(u+v)=A(u+v)=Au+ Av=Ta(u)+ Ta(v) 


Ta(au)= A(au)=a(Au) =aTa(u) 
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Efetuando Av, onde v=(x.v)JE RR” é um vetor coluna de ordem 2 x 1, resulta: 


| 2 x. + 2% 
X | 
=) 4 | = |-2x+3y 
y 
0 4 | 4 


e, portanto, Ta é definida por: 


Ta(x, y)=(x+ 2y,-2x + 3y, 4y) 


Observações 
a) Uma matriz A(m x n) sempre determina uma transformação linear 
TA: Rº—— Rº 


onde a imagem TAa(v)=Av é o produto da matriz A pelo vetor v€ R” considerado como 
uma matriz de ordem n x 1. Uma transformação linear desse tipo chama-se multiplicação 
por A. 

b) Em 4.4 veremos o inverso, isto é, que uma transformação linear T: R"º— RM sempre 
pode ser representada por uma matriz m X n. 


c) Para que possamos dar uma interpretação geométrica do significado de uma transformação 
linear, consideremos uma transformação linear no plano. Seja o operador linear T: Rº—— Rº 
definido por: 


TO y)=(-3x+y, 2x + 3y) 


e consideremos os vetores u=(-1,1) e v=(0,1). Portanto, T(u)=(4,1) e T(v)=(1, 3). 


A Figura 4.1.ld mostra que sendo u+v a diagonal do paralelogramo determinado por 
u e v, sua imagem T(u+v) representa a diagonal do paralelogramo determinado por T(u) 
e T(v), istoé, T(u+wW=T(u)+T(v). 


Diz-se, nesse caso, que T preserva a adição de vetores. 
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y 
dj... — —— — a Ea | TCU + v) 
T(v) a /, 

3p-=-: pa 
Í 
f 4 
| : 
E q 
/ i 
| 
=== = — — Pi T(u) |! 
i Ê 
) ! 
) ] 
4 à 
Figura 4.1.1d 


A Figura 4.1.1e mostra que, ao multiplicarmos o vetor u por 2, sua imagem T(u) fica 
também multiplicada por 2. E esse fato vale para qualquer a real, isto é, T(av)= aT(v). 
Diz-se, nesse caso, que T preserva a multiplicação por um escalar. 


! 
|] [ 
! 
I 
I 
| 
y 
i 
b 
k 
) 


Figura 4.1.1e 


4.1.2 Propriedade 
Se T; V— W for uma transformação linear, então 
T(avi tagvao)=aT(vi)taT(v,) 


para Vv,,wE V e Ya,9,€ R 
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De forma análoga, tem-se: 
T(avi tava t..tanvn)=aT(vi)tasT(vo)+.. +taçT(v,) (1) 


para Vvy, E Ve Va €E R, i=1,2,...,n, isto é, a imagem de uma combinação linear de vetores 
é uma combinação linear das imagens desses vetores, com os mesmos coeficientes. 


Suponhamos agora que (v;, V2, --., Yn| seja uma base do domínio V e que se saiba quais são 
as imagens T(v,), T(v,), ..., T(vn) dos vetores desta base: 


sempre é possível obter a imagem T(v) de qualquer v € V, pois sendo v uma combinação 
linear dos vetores da base, isto é: 


V=dsYi + da Va = DA da Yn 
e, pela relação acima, vem: 
Ti =uT(vi) ta T(va) +... tan T (vo) 


Assim, uma transformação linear T:V — W fica completamente definida quando se 
conhecem as imagens dos vetores de uma base de V. 


O exemplo a seguir e os problemas resolvidos 8 e 9 são aplicações esclarecedoras desta 
propriedade. 


Exemplo 
Seja T: Rº—— Rº uma transformação linear e B=(vi,v2,V3) uma base do 


R?, sendo v,=(0,1,0), v,=(1,0,1) e vs =(1,1,0). Determinar T(5,3,-2), sabendo 
que T(v)=(1,-2), T(va)=(3,1) e T(va)=(0, 2). 


Solução 
Expressemos v = (5, 3, -2) como combinação linear dos vetores da base: 


(5,3,-2)=a,(0,1,0)+as(1,0, 1) + as(1, 1,0) 
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ou: 


sistema cuja solução é: 
dj = «4. ds =-2 € da = 


Então: 


(5,3,-2)=-4v, - 2v; + Tvs 
logo: 

T(5,3,-2)=-4T(v/))-2T(va) + 7T (va) 

T(5,3,-2)=-4(1,-2)-2(3, 1) +7(0, 2) 


T(5, 3,-2) =(-10, 20) 


4.1.3 Problemas Resolvidos 
Nos exercícios 1 a 4 são dadas transformações. Verificar quais delas são lineares. 


D) TERÊ— Rº, T(x,y)=(x-y,2x+y,0) 


Solução 
|) Para quaisquer vetores u=(x,,y,/) e v=(x,,y2) de IR”, tem-se: 
Tu+v)=T( tx2,y +Y2) 


Teu+rv)=(O +txo)-(yi ty), 20x +xo)+(ya ty2),0) 
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SR e IES E Ee im 
T(u+v)=(xy txo-Y1-Y2,2X t2x2 +Y1 +92,0) 
T(u+v)=(x -y1,2x +Y1,0)+(X - ya, 2X2 + y2, 0) 
T(u+v)=T(u)+T(v) 
ID) T(au)=T(ax,,ays) 
T(au)=(ax, -ay,, 20x, tay;, 0) 
T(au=a(x, -y,,2X tY1,0) 
T(au)=aT(u) 


Logo, T é linear. 


Yo TER R*, T(x W=lx+t2,y+3) 


Solução 


Sabe-se que em toda transformação linear T; V———— W deve-se ter T(0)=0. Como 
T(0,0)=(2,3) (0,0), T não é uma transformação linear. 


Essa aplicação T é um exemplo de translação no plano. 


3 TER R T(x y)=Ix| 


Solução 
Sejam u=(X,,Y1) é v=(X>, Y2) vetores quaisquer de IR*. 
Tlutv=T(x tx.y tYo)= |xy txal e 


T(u+T(v)=Ix |+tixa| 


Como.emeeral, |x, + x2| É |xy|+|x,|, conclui-se que T não é linear. 
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4  HV— V, H(v)= Av, AE R, A fixado, 


Solução 
Seu, vE V: 
D H(u+vw=A(u+v)=Au+Av=H(u) + H(v) 
ID) H(au)=A(au)=a(Au)=aH(u) 


Logo, H é um operador linear em V. Esse operador chama-se homotetia de V determinada 
pelo escalar À. 


Osexemplos2,3e 5 do item 4.1.1 são casos particulares de homotetia em que A=3 
A=1 e A=-1, respectivamente. 


5) Seja o espaço vetorial V=M(n,n) e B uma matriz fixa em V. 


Seja a aplicação T:V— V definida por T(A)=AB+BA, com AE YV, 
Mostrar que T é linear. 
Solução 
I) Para quaisquer A,,A,€E V: 
T(A +A,)=(A, +A,))B+B(A, + A) 
T(A, + A,)=A,B+A,B+BA, + BA, 
T(A, + A,)=(A,B+BA,)+(A,B+ BA,) 
T(A, +A,)=T(A,)+T(A,) 
ID T(«A,)=(«A4,)B+ B(aA,)=a(A,B)+ a(BA,) 
T(cA,)=a(A,B+BA,) 


T(aA,)=aT(A,) 
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6) Seja TTV— W linear. Mostrar que: 
a) T(-v)=-T(v) 


b) T(u-v)=T(u)-T(v) 


Solução 
a) TE) =T(-Dv)=-1T(v)=-T(v) 


b) T(u-v) =T(u+(-D)w=T(u)+(=1)T(v) =T(u)-T(v) 


7) Consideremos o operador linear T; Rº ——— Rº definido por 


T(xy)=(xt+t2y+t2z, xt2y-z,-x+y + 42). 
a) Determinar o vetor u€ IRº talque T(u)=(-1,8,-11). 


b) Determinar o vetor vE IRº talque T(v)=v. 


Solução 
a) Sendo T(u)=(-1,8,-11), ou seja: 
(x+2y+2z,x+2y-z,-xty+42)=(-1,8,-11), 
vem: 
x+2y+2z=-] 


x+2y- z= 8 


-x+ y+dz=-ll 
sistema cuja solução é x=1, y=2 e z=-3. 


Logo: u=(1,2,-3) 
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b) Seja v=(x,y,Z). Então, T(v)=v ou T(x,y.z)=(x,y,2Z) ou, ainda: 
(x+2y+2z, x+t2y-z,-x+y+4z)=(x,y,2) 


donde: 


x+ 2y + 22 =x 
| Xx+tZy- Z=y 
-Xx+ y+tdz=z 


O sistema é indeterminado e sua solução é: x=2z e y =-2Z. 


Assim, existem infinitos vetores v E IRº tais que 
T(v)=v e todos da forma: 
v=(2z,-Z, £Z) 
ou: 


v=2z(2,-1,1), Vze R 


8) Sabendo que T; Rº—— Rº é uma transformação linear e que 
EMA, -1) = (3, PR -2) E Fi-l, 2) = (A, -1, 3), 


determinar T(x, y). 


Solução 
Observando. inicialmente, que ((1,-1),(-1,2)) é uma base de IR*, apliquemos a 
propriedade 4.1.2 expressando o vetor (x,y) € R* como combinação linear dos vetores 


dessa base: 


(x, y)=a(l.-1)+ b(-1,2) 
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As" /["mõíçeee SS 
ou. 


a-b 


H 
as 


-q + 2b = 


| 
ta 


sistema do qual vem: 
a=lxty e b=x+y 
Portanto: 


T(x,y=aT(,-D+bT(C1,2) 
TO, y=(2x+y)(3,2,-2) +(x+y)(1,-1,3) 
T(x,y)=(6x+3y,4x+2y,-4x-2y) +(x+y,-x-y, 3x + 3y) 


Tíx, y) ae (7x + 4y, 3x + Yo =X + y) 


9) Umoperador linear T;Rº* ———— RR? é tal que: 
T(1,0)=(3,-2) e T(O, 1)=(1,4) 


Determinar T(x, y). 


Solução 


Observemos que ((1,0),(0,1)t é a base canônica de R?. 


Um vetor (x,y) E IR? é tal que: 
(x, y)=x(1,0)+y(0, 1) 


e, portanto: 
T(x, y)=xT(1,0)+vT(0, 1) 
Tou y)=x(3,-2)+y(1,4) 


T(x, y)=(3x+y,-2x+ 4y) 
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4.2 NUCLEO DE UMA TRANSFORMAÇÃO LINEAR 


Definição 


Chama-se núcleo de uma transformação linear T:V—W ao conjunto de todos 
os vetores vE V que são transformados em 0€ W. Indica-se esse conjunto por N(I) ou 


ker (T): 


V W 


N(T)= (ve V/T(v)= 0) 





Observemos que N(T)CV e N(T)*0D, pois 0€ N(T), tendo em vista que 


T(O) = 0. 
Exemplos 


1) Onúcleo da transformação linear 
Tt. RE— Re. TENS) 


é o conjunto: 


N(T)= ((x,y) E Rº/T(x, y)=(0,0)) 


o que implica: 
(x+y, 2X - y) =(0, 0) 


ou. 


x+ty=0 


2x - vy=0 
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sistema cuja solução é: 
x=0 e y=0 
logo: 


N(T) = ((0,0)) 


2) Seja TER —— IR? a transformação linear dada por: 
Tex, yz)=(x-yt4z 3x+ty+8z) 
Nesse caso, temos: 
N(D = |(x,y, 2)€ Rº/T(x, y,2)=(0,0)) 
isto é, um vetor (x,y, Z)E N(T) se, e somente se: 
(x-y+t427,3x+y+82)=(0,0) 
ou: 
x-y+ 4 =0 
3x + y+ 8 =0 
sistema homogêneo de solução x=-3z e y=Z. 
Logo: 
N(T) = ((-32,2,2)/2€ R) 
ou: 
N(T)= [z(-3,1, 1)/z€ RJ) 
ou, ainda: 


N(D) = [€-3, 1, 1)] 
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Observemos que esse conjunto representa uma reta no IRº que passa pela origem e tal 
que todos os seus pontos têm por imagem a origem do R* (Figura 4.2), 


Figura 4.2 


4.2.1 Propriedades do Núcleo 
1) O núcleo de uma transformação linear T;V ——W é um subespaço vetorial de V. 
De fato: 


Sejam v; e va vetores pertencentes ao N(T) e a um número real qualquer. Então, 
T(v,))=0 e T(v,)=0. Assim: 


D T(votvo)=T(vyi)+T(v,)=0+0=0 
Isto é: 
vi tva E N(T) 
ID T(avi)j=aT(v;)=20=0 
isto é: 


EV; = N(T) 
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2) Uma transformação linear T;V ——W é injetora se, e somente se, N(T) = (0). 


Lembremos que uma aplicação T:V ———W é injetora se Vv,,v,)€ V, T(v))=T(va) 
implica v; =v; ou, de modo equivalente, se Vv,,v2 € V, vi É va implica T(v,)  T(v,). 


A demonstração dessa propriedade tem duas partes: 
a) Vamos mostrar que se T é injetora, então N(T)= (0). 


De fato: 


Seja ve N(T), isto é, T(v)=0. Por outro lado, sabe-se que T(0)=0. Logo, 
T(v)=T(0). Como T é injetora por hipótese, v=0. Portanto, o vetor zero é o único elemento 
do núcleo, isto é, N(T) = (0+. 


b) Vamos mostrar que se N(T)= [(0J, então T é injetora. 
De fato: 
Sejam v;,V2 € V tais que T(vi)=T(v,). Então, T(v,)-T(v2)=0 ou T(v; -v3)=0 


e, portanto, v; -v, € N(T). Mas, por hipótese, o único elemento do núcleo é o vetor O, e, 
portanto, v,/-v)=0, isto é, v;=v. Como T(v,)=T(vo) implica v;=va, T é injetora. 


4.3 IMAGEM 
Definição 


Chama-se imagem de uma transformação linear TV —— W ao conjunto dos vetores 
we W que são imagens de pelo menos um vetor vE V. Indica-se esse conjunto por Im(T) 
ou T(V): 


Im(T)= (we W/T(v)=w para algum vE V) 
A Figura 4.3 esclarece a definição. 


Observemos que Im(T)C W e Im(T)£áóú, pois 0O=T(O)E Im(T). Se Im(D=W, 
T diz-se sobrejetora, isto é, para todo w€E W existe pelo menos um vE V tal que T(v)=w. 
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Figura 4.3 


Exemplos 


|) Seja T;R*—= Rº, T(x,y,2)=(x,y,0) à projeção ortogonal do Rº sobre o plano 
xy. À imagem de T é o próprio plano xy: 


Im(T)= ((x,y,0)€ Rº/x ye R) 





Tevj= (x,7Y,0) 


Observemos que o núcleo de T é oeixo dos z: 
N(T) = ((0,0,7)/z€ Rj 


pois T(0,0,z)=(0,0,0) paratodo ze R, 
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2) A imagem da transformação linear identidade IV —V definida por I(v)=v, 
VvE V, é todo espaço V, O núcleo, neste caso, é N(D) = [0+. 


3) A imagem da transformação nula T:V —W definida por T(v)=0, Vve V, é o 
conjunto Im(T)=( 0+. O núcleo, nesse caso, é todo o espaço V. 
4.3.1 Propriedade da Imagem 
“A imagem de uma transformação TV —W é um subespaço de W.” 
De fato: 
Sejam w, e w> vetores pertencentes a Im(T) e a« um número real qualquer. Devemos 
mostrar que w; tw, €E Im(T) e «w,€ Im(T), isto é, devemos mostrar que existem vetores 


veu pertencentesa V taisque T(v)=w; tw, e T(u)=aw,. 


Como Wi, w, E Im(T), existem vetores v,,v,; E V taisque T(vi)=w, e T(v))= Wa. 
Fazendo v=v; tv, e u=av,, tem-se: 


T(v)=T(vi tva)=T(vi)+tT(vo)=Wi + wo 


T(u)=T(av;))=aT(v,)=aw; 


e, portanto, Im(T) é um subespaço vetorial de W. 


4.3.2. Teorema da Dimensão 
“Seja V um espaço de dimensão finita e T: V —W uma transformação linear. Então, 
dim N(T) + dim Im(T) = dim V.” 


Deixaremos de demonstrar o teorema e faremos algumas comprovações por meio dos exem- 
plos e de problemas resolvidos logo a seguir. 


No exemplo 1 de 4.3, o núcleo (eixo dos z) da projeção ortogonal T tem dimensão 1 e a 
imagem (plano xy) tem dimensão 2, enquanto o domínio IRº tem dimensão 3. 
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No exemplo 2 da transformação identidade, temos dim N(T)= O. Consequentemente, 


dim Im(T) = dim V pois Im(T) = V. 


No exemplo 3 da transformação nula, temos dim Im(T)= O. Portanto, dim N(T) = dim V, 


pois N(T) = V. 


4.3.3 Problemas Resolvidos 
10) Determinar o núcleo e a imagem do operador linear 


T;R'—> Rº, T(x,y,7)=(x+2y-z,y+22,x+3y+2) 


Solução 

a) N(T) = ((x,y,2)€ R/T (x,y,2)=(0,0,0)) 
De: 

(x+2y-z, y+2z,x+t3y+27)=(0,0,0) 


vem o sistema: 


xt ly- z 


O 

v+ 22=0 
x+ 3y + z=0 

cuja solução geral é (5z,-2z,2z), ZE R, 


Logo: 


N(T) = ((57,-2z, z)jze Rj = [72(5,-2, 1)/jze RJ = [(5,-2,1)] 


b) Im(T)= ((a, b,co)€E Rº/T(x,y,.z)=(a,b,c)), isto é, (ab c)€ Im(T) 


(x,y. z)€ IRº tal que: 


(x+2y=z v+24x+3Iy+z)=(a,b,c) 


se existe 
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e O sistema: 


x+2y- z=a 
v+2z=b 


Xx+3y+ Zz=c 


somente terá solução se a+b-c=0. 
Logo: 
im(T)= [(a,b,co)€E Rºja+tb-c=0) 
Notemos que: 


dim N(T) + dim Im(T) = 1+2 =3, que é a dimensão do domínio Rº. 


Observação 
O vetor imagem T(x, y,Z) pode ser expresso da seguinte forma: 
(x+2y-z, y+22z,x+3y+27)=(x,0,%0)+(2y,y.3y)+(-z, 22,2) 
ou: 


(x+2y-z y+t2z,x+3y+2)=x(1,0, D+ty(2,1,3)+z(-1,2,1) 


Logo, qualquer vetor do conjunto imagem é combinação linear dos vetores (1,0, 1),(2,1,3) 
e (-1,2,1) e. portanto: 


Im(T) = [(1.0, 1).(2,1,3).(-1,2, 1)] 


Observando que. 


T(1,0,0)=(1,0,1), T(0,1,0)=(2,1.3) e T(0,0,1)=(-1,2,1) 
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conclui-se que: 
Im(T) = [T(1,0,0), T(O, 1,0), T(0,0, 1)] 


isto é, a imagem dessa transformação é o subespaço gerado pelas imagens dos vetores da base 
canônica do domínio IRº. 


Este fato vale de modo geral: “Se T;V —W elinear e (vi,...,Yn) gera V, então 
(T(vi), ..., T(vn)) geraa Im(T). 


De fato: 


Seja wE Im(T). Então, T(v)=w para algum vE V. Como (y,.., vn) gera V, 
existem escalares a,,..., a, tais que: 


V= Bai Tanta 
W = T(v) aa T(a; E as DR an Yn) = a T(v,) Li anT(vn) 
Portanto: 


Im(T) = [T(v,), ..., T(v,)] (4.3.3) 


11) Seja T: Rº—> Rº a transformação linear tal que T(e,)=(1,2), T(e,)=(0,1) e 
T(es)=(-1,3), sendo (e,,e,,€3) a base canônica de Rº 


a) Determinar o N(T) e uma de suas bases. T é injetora? 


b) Determinar a Im(T) e uma de suas bases. T é sobrejetora? 


Solução 
Lembremos que 


(x, y,2)= xe, + ye; + ze 
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implica: 


T(x,y,2)=xT(e,) + yT(c,)+2T(es) 


Ty, 2)==x(1,2)+y(0, 1)+2(-1,3) 
ou: 
T(x, yD=(x-2z, 2x+y+ 32) 
fórmula que define T. 
a) N(T)= ((x.y, 2) Rº/(x-2,2x+y+ 32)=(0,0)) 
O sistema: 


X -z=( 


2x +t y+ 32=0 
admite a solução geral (z,-5z,7), zE R. 
Logo: 
N(T) = [(z,-5z,27)/2€ R'| 
A única variável livre é z. Portanto, dim N(T)= 1. 


Fazendo z=1, obtém-se (1,-5,1) e ((1,-5,1)) é uma base do N(T). Ainda: T não 
é injetora, pois N(T) + (1 (0,0,0)+. 


b) Pela igualdade (4.3.3) vem: 
Im(T) = [T(1,0,0), T(0, 1,0), T(0,0,1)] 
ou: 


Im(T) = [(1,2), (0, 1).(-1,3)] 
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Considerando o Teorema da Dimensão, vem: 

dim Im(T) = dim Rº - dim N(T)=3- 1=2. 

Logo, Im(T) = IRº e qualquer base de IR? é base de Im(T). Uma delas é (1, D,(0, 1)+. 
Ainda: T é sobrejetora, pois Im(T) = IRº que é o contradomínio. 
12) Verificar se o vetor (5, 3) pertence ao conjunto Im(T), sendo 


T;:R*— Rº, T(x,y)=(x-2y,2x+ 3y) 


Solução 


Devemos verificar se existe (x, y)€E IR? tal que: 


T(x, y)=(x-2y,2x+3y)=(5,3) 
isto é, precisamos verificar se o sistema: 
Xx- 2y =5 
2x + Iy=3 


tem solução. Como a solução do sistema é x=3 e y=1, conclui-se que (5,3) € Im(T). 


13) Determinar uma transformação linear T; Rº — Rº 


tal que N(T)= ((x,y,zZ)€ Rº/z=x-y] 


Solução 


O problema será resolvido com a utilização da propriedade 4.1.2. Fazendo, por exemplo, 
x=1l,y=0ex=0,y=1,o0 conjunto ((1,0,1), (0,1,-1)) é uma base do núcleo e, com o acrés- 
cimo do vetor (0,0, 1),o conjunto ((1,0,1),(0,1,-1), (0,0,1)+ forma uma base do IRº (verificar!). 
Como (1,0,1)e (0,1,-1) são vetores do núcleo, T(1,0,1)= (0,0,0,0)e T(0,1,-1)=(0,0,0,0). 
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Façamos arbitrariamente, T(0,0,1)= (1,0,-1,0). Pela propriedade 4.1.2, a transformação está 
definida, ou seja, T tem a condição requerida. Pretendemos calcular T(x, y, z). Comecemos 
escrevendo (x,y,Z) na base considerada de Rº. Tendo em vista que 


(x,y. 27) =x(1,0, D+y(0,1,-1)+(-x+y +2)(0,0,1) 

vem: 
T(x,y, D=xT(,0, D+y(0,1,-D)+(-x+y+2) T(0,0,1) 
T(x,y,27)=x(0,0,0,0)+ y(0;0,0,0)+(-x + y + Z)(1,0,-1,0) 
T(xyz7=(-x+ty+t2z,0,x-y-2.0) 
Esse problema admite infinitas soluções. 


Do Teorema da Dimensão (4.3.2): 


dim N(T) + dim Im(T) = dim V 


seguem algumas conclusões importantes. 


4.3.4. Corolários 
Seja T;V — W uma transformação linear. 

|) Se dimV=dimW, então T é injetora se, e somente se, é sobrejetora. 
De fato: 


Téinjetora = N(T)= (0) (propriedade 2 de 4.2.1) 
O + dim Im(T) = dim V (Teorema da Dimensão) 


b 


y 


dim Im(T) = dim W (hipótese) 


7 


Im(T) = W 


y 


T é sobrejetora 
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Reciprocamente : 


T é sobrejetora => Im(T)=W 


y 


dim Im(T) = dim W 


y 


dim Im(T) = dim V (hipótese) 


y 


dim N(T) =0 (Teorema da Dimensão) 


N(T) = 105 


y 


4 


T é injetora (propriedade 2 de 4.2.1) 


Assim, numa transformação linear na qual dimV=dimW, se T é injetora (ou sobre- 
jetora), então T é também bijetora (injetora e sobrejetora ao mesmo tempo). 


2) Se dmV=dimW e Té injetora, então T transforma base em base, isto é, se 
B=[vi,...,Yn! é base de V, então T(B)=(T(v;),..., T(v,)) é base de W. 


De fato: 


Como dimV=dimW=n, basta mostrar que T(B) é LI. Para tanto, consideremos a 
igualdade: 


aT(vi)+...+açT(v,)=0 
ou, pela linearidade de T: 
T(avi t..tav)=0 
Como T é injetora, vem: 
avi +..ta,v,=0 
Sendo B uma base, B é Lle, portanto: 
à =... =a,=0 


Logo, T(B) é uma base de W. 
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4.3.5 | Isomorfismo 


Chama-se isomorfismo do espaço vetorial V no espaço vetorial W a uma transformação 
linear T:V—W, que é bijetora. Nesse caso, os espaços vetoriais V e W são ditos iso- 
mortos. No Capítulo 2 fizemos referência a espaços vetoriais isomorfos e ressaltamos que todo 
espaço vetorial V de dimensão n é isomorfo a IR”. Assim, dois espaços vetoriais de dimensão 
finita são isomorfos se tiverem a mesma dimensão, 


Veremos mais adiante que a todo isomorfismo T;:V— W corresponde um isomorfismo 
inverso TT!:W-—— V, que também é linear. 
Exemplos 
1) Ooperador linear 

T:RÊ Rº, T(x,y)=(2x+y,3x+ 2y) 


é um isomorfismo no R*. Como dimV=dimW=2, basta mostrar que T é injetora 
(Corolário 1 de 4.3.4). De fato: N(T) = ((0, 0)!,o que implica T ser injetora. 


2) A transformação linear 
TP, — Rº, T(at?+btt+c)=(a,atb,b-c) 
é também um isomorfismo (verificar!). 


3) O espaço vetorial IR? é isomorfo ao subespaço W= ((x,y,z)€ Rº/2=0) do Rº (W 
representa o plano xy de IRº). 


De fato, a aplicação linear T: Rº—>W, tal que T(x,y)=(x,y,0), é bijetora: a 
cada vetor (x, y) de IR? corresponde um só vetor (x, y, 0) de W e, reciprocamente. 


Logo, Rº e W são isomorfos. 


4.4 MATRIZ DE UMA TRANSFORMAÇÃO LINEAR 


Sejam T:V —W uma transformação linear, A uma base de V e B uma base de W. 


Sem prejuízo da generalização, consideremos o caso em que dimV=2 e dimW=5. 


182 Algebra linear 





Sejam A=(vi,vsse B=(wi,wa,Ww3) basesdeVe W, respectivamente. 


Um vetor vE V pode ser expresso por: 

V=XVy + XoVa OU VA =(X,,X) 
e a imagem T(v) por: 

Te)=yiw +yaWa + YaW3 (1) 
ou: 

T(V)g = (91.92.93) 

Por outro lado: 

Ti)=Tivo txova)=x T(vi)txT(vo) (2) 

Sendo T(v)) e T(v,) vetores de W, eles são combinações lineares dos vetores de B: 

T(vi)=anw, +agWa + aa Wa (3) 

T(va)=anw, tazw> tazwa (4) 
Substituindo esses vetores em (2), vem: 

T(v)=xi(anw, +tagW tas W3)tXa(azwW, ta W, + az W3) 


O 


T(v)=(amX tanxa)wy +(anx; tax, )wo +(ayX tax )Wa 
Comparando essa igualdade com (1), conclui-se: 

Yi =anX TagX, 

Y2 = daX, + do2X 


Ya = daX, f da Ão 
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ou, na forma matricial: 


Yi dj dig 
o Xi 

Ya = | day da 
Xa 


Ya da da 


ou, simbolicamente: 


(Tp = [TÁ [VA 


sendo a matriz [715 denominada matriz de T em relação as bases A e B. 


Observações 


1) A matriz [TI é de ordem 3 x2 quando dmV=2 e dim W=3. 


2) As colunas da matriz [T]À são as componentes das imagens dos vetores da base A em 
relação à base B, conforme se pode ver em (3)e (4): 


dj dig 
da da 
da da 
f 1 


T(vi Jp T(va JB 


De um modo geral, para T:V — W linear, se dim V=n e dim W=m, A= [W,Va,., Vi) 
e B= (wi, Wa,....Wm! São bases de V e W, respectivamente, teremos que [To é uma matriz 
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de ordem m xn, onde cada coluna é formada pelas componentes das imagens dos vetores de 
A em relação à base B: 


di d12 din 
dai da dan 
A — 
lg * 7 
âmi dm 2 dmn 
t f ] 


Tiros  T(ívadp  T(n)p 


3) Como se vê, a matriz T depende das bases A e B consideradas, isto é, a cada dupla 
de bases corresponde uma particular matriz. Assim, uma transformação linear poderá ter uma 
infinidade de matrizes para representá-la. No entanto, fixadas as bases, a matriz é única. 


4.4.1 Problemas Resolvidos 


14) Seja TIR*— Rº, T(x,y,z)=(2x-y +2,3x+y - 22), linear. 


Consideremos as bases A=[v,,Vva,V3), com vw =(1,1,1), vo =(0,1,1), 
v3=(0,0,1) e B= (w,,w, +, sendo w =(2,1) e w =(5,3). 


a) Determinar [T] A 


b) Se v=(3,-4,2) (coordenadas em relação à base canônica do IRº), calcular T(v), 
utilizando a matriz encontrada. 


Solução 


a) A matriz é de ordem 2 x 3: 


á dj d12 dia 
(TS = 
dai da daa 
t t t 


Td Toda T(vo)p 
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T(v)=T(, l, 1)=(2, 2)= an(2, 1) + a31(5,3) 


2a + 5as1 =2 | dj — a | 


aj t3az =2 do = 2 
T(vo)=T(O,1,1)=(0,-1)=a,2(2,1)+ a25(5,3) 


2a 1 HF 5442 = () djs = 5 


à + 3433 = 1 do) =-2 


T(vs)=T(0,0,1)=(1,-2)=a13(2, 1) + azs(5, 3) 


dass +58 =| as =13 
dj3 + Jãz3 = -2 Bog = 
Logo: 
-— 5 13 
A — 
= 
2º -2 -5 


b) Sabe-se que: 
(Tp =[T]S [9] 
“1 B B A 
Como v está expresso com componentes na base canônica, isto é, 
v=(3,4,2)=3(1,0,0)-4(0,1,0)+2(0,0,1), 
teremos que, primeiramente, expressá-lo na base A. Seja v a ta,b,c), isto é: 


(3,-4,2)=a(1,1,D)+b(0,1,1)+c(0,0,1) 
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ou. 


sistema cuja solução é a=3, b=-7 e c=6, ouseja, Va =(3,-1,6). 


Portanto: 
ud c& 433 3 
(T (p= va 
É SM mo 6 
31 
(Tl, = 
-10 


O vetor coordenada de T(v) na base canônica é: 
T(v)=31(2,1)-10(5,3) 
T(M=(2,1) 


Naturalmente T(v)=(12,1) também seria obtido por meio da lei que define a trans- 
formação T, considerando v = (3,-4,2), como se pode ver nos problemas 15 e 16. 


15) Consideremos a mesma transformação linear do exercício anterior. Sejam as bases 
" A=((1,1,1),(0,1,1),(0,0, 1); (a mesma)e B= [(1,0),(0,1)) canônica. 


a) Determinar [T| sê 


b) Se v=(3,-4,2), calcular T (Ng utilizando a matriz encontrada. 
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Solução 


à TO, 1, D=(2,2) =2(1,0)+2(0,1) 
T(0,1,1)=(0,-1)=0(1,0)-1(0,1) 


T(0,0, D=(1,-2)=1(1,0)-2(0,1) 


Então: 


16) 


H 


[T] 


3 
É, Ú) l 
TO] = 1 
A 
6 
2 
Tp = 
l 


Seja ainda a mesma transformação linear do exercício anterior. Sejam as bases canônicas 
do Rº e Rº: 


A= [(1,0,0).(0,1,0),(0,0,1)) e B= [(1,0),(0,1)) 
a) Determinar Lua 


b) Se v=(3,-4,2), calcular T (V)p utilizando a matriz encontrada. 
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Solução 
a) T(1,0,0)=(2,3) = 2(1,0)+3(0,1) 
T(0,1,0)=(-1,1)=-1(1,0)+1(0,1) 
T(0,0,1)=(1,-2)= 1(1,0)-2(0,1) 


Então: 


[a 
| 
= 
-—— 


A 
[IS 





[2 
[T (v)] a 
|.:3 l 
E: 
12 
[T (v)] B = 
l 
Observações 


1) No caso de serem A e B bases canônicas, representa-se a matriz simplesmente por 
[T], que é chamada matriz canônica de T. Então, tem-se: 


[T()] = [7] [v) 


A matriz do problema 16 é a matriz canônica de T. 
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2) Observemos, pelo problema 16, que calcular T(v) pela matriz [T] é o mesmo que 
fazé-lo pela fórmula que define a T: 


T(3,4,2)=(2(3) = 104)+ 1(2),3(3)+ 1(-4) -20)= (12,1) 


3) Ficou claro que, dada uma transformação linear T, a cada dupla de bases À e B cor- 
responde uma matriz To, Reciprocamente, dadas a matriz e uma dupla de bases A e B, 
podemos encontrar a lei que define T, o que será feito no problema 17. 


Em se tratando da matriz canônica, essa poderá ser escrita diretamente, como mostram 


os exemplos: 


D)DTIRE— Rº, T(x,y)=(3x-2y,4x+y,x) 


[T])= |4 | 


| Ú 
1 1 
T(1,0) T(0,1) 


2) TER? —> R*, T(x,y)= (x, 5) 


[T) = 
O 
3)TR* —R, T(x,y,2)= 4x -y 
[T)=[4 -1 0] 
Por outro lado, quando é dada uma matriz de uma transformação linear T sem que haja 


referência às bases, essa deve ser entendida como a matriz canônica da T. Por exemplo, a 


matriz: 


Eis 
Lad 
Fa 
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define a transformação linear 
T:R* —SRº, T(x,y,7)=(2x+t3y+427,x-2y). 


4) Já vimos que se V é um espaço vetorial, um operador linear sobre V é uma transformação 
linear T;V—— V (é o caso particular de V=W). Nesse caso, para a representação matricial é 
comum fazer A=B, e a matriz resultante é denominada matriz de T em relação à base A e 
indicada por [TJ4 ou [TJ,: 


Por exemplo, seja T:R* — IR* o operador linear definido por T(x,y)=(2x -y,x+y). 
Determinemos a matriz de T em relação à base A = ((1,-2),(-1,3)+. 


Calculando as componentes das imagens dos vetores da base A em relação à própria base, 
vem: 

T(1,-2)=(4,-1)= 11(1,-2)+7(-1,3) 

T(-1,3)=(-5,2)=-13(1,-2)-8(-1,3) 

(Exercício a cargo do leitor.) 


Logo,a matriz de T relativa à base A é: 


11-13 
[T) = 
7 8 
Pelo significado da matriz, podemos escrever: 


[T(v)] | = [TA lvla 


Observemos que a matriz canônica desse operador linear é: 


No Capítulo 5 veremos que essas matrizes que representam o mesmo operador linear, porém 
em bases distintas, são chamadas matrizes semelhantes e terão especial importância. 
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17) Dadas as bases A = ((1,1).(1,0)) do R? e B= ((1,2,0),(1,0,-1),(1,-1,3)) do Rº, 
determinar a transformação linear T;Rº*—— Rº cuja matriz é: 


Solução 


Sabe-se que o significado de cada coluna dessa matriz é: 


2 o 
TO, D]g=|1 e TO, |? 
1 E 


logo: 
TA. D=2(1,2,0)+ 1(1,0,-D -1(1,-1,3)=(2,5,-4) 
T(1,0)=0(1,2,0)- 2(1,0,-1)+3(1,-1,3)=(1,-3,11) 
Assim, obtivemos as imagens dos vetores da base A do R*, 


Pela propriedade 4.1.2 esse fato é suficiente para a determinação da transformação T. Como 
buscamos T(x,y), precisamos primeiramente escrever (x, y) em relação à base À: 


(x,y)=y(1,1)+(x-y) (1,0) 
e, pela propriedade acima referida, segue; 


Ti, y)=yT(A,D+(x-y) T(O,0) 
T(x,ywW)=y(2,5,-9)+(x-y)(1,-3, 11) 
T(x,y)=(x +y,-3x + 8y, 1lx - 15y) 
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Observação 


A matriz canônica T é: 


Lo 
[M=| 3 8 


4.5 OPERAÇÕES COM TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


| 4.5.1 Adição 


Sejam T;:V—W e T;:V —>W transformações lineares. Chama-se soma das trans- 
formações lineares T, e T, à transformação linear 


T, + T, yo W 
Vo (T, + To)(v)= Ti(v) + To (v), Vvy E V 
Se AeB são basesde VeW, respectivamente, demonstra-se que: 


(Ti + Talg= [+ [Ta], 


4.5.2 Multiplicação por Escalar 


Sejam T:V —>»W uma transformação linear e a € IR. Chama-se produto de T pelo 
escalar q à transformação linear 


Ty —— W 
vi— (aT)(v)=aT(v), VvE V 
Se Ae B são basesde VeW, respectivamente, demonsira-se que: 


[eT] 5 =e [TJ 
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4.5.3 Composição 


Sejam Tj:V —=W e T;:W —U transformações lineares. Chama-se aplicação 
composta de T, com T., ese representa por T, o T,, à transformação linear: 


T,oT,:V mis: |) 


v > (T,oT)(vwW=Ta(T;(v)), VvE V 





Se A,BeC sãobasesde V,W e U, respectivamente, demonstra-se que: 


«A = SB Ee 
[T, 0T;]ç* LO x lo 


4.5.4 Problemas Resolvidos 
18) Sejam TR? —=Rº e T,:R?-—Rº* transformações lineares definidas por 
Ti(x.y)=(x+2y.2x-y,x) e To(x,y)= (-x,y,x ty). Determinar: 
at ET 
b)3T, -2T;, 
c) a matriz canônica de 3T, - 2T, e mostrar que: 


[3T, -2T.]=3[T,;) -2[T.] 
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So lução 
a) (Ty + Ta)(x, y) = Ti(x,y) + Ta(x,y) 
(T, + To)(x, y) E; (x E 2y. 2X - y, X) +(-x, yY,X +y) 


(T, + ToJ(x, y) e (2y, 2x, 2x +y) 


b) (3T; - 2T,)(x,y) = (3T;)(x,y) -(2T>)(x, y) 
(ST, -2To)(x,y)= 3Ti(x,y)-2To(x,y) 
(3T, Ei 2T, )(x, y) ni 3 (x + 2y, 2X E Y. X) E ) (=x, V. UMa y) 


(3T; -2T,)(x,y)=(5x + 6y,6x - 5y,x - 2y) 


c) 5 6 | d 3 e o. 
[EE 2] = [6 Ses) dl dld || = 3[T)=2]T4] 
DR 1 0 Í 


19) Sejam Se T operadores lineares no IR? definidos por S(x,y)=(2x,y) e T(x,y)=(x,x-y). 
Determinar: 


a) SoT 
b)Tos 
c)Sos 


d)ToT 


Solução 


a) (So T)(x,y)=S(T(x,y)=S(x,x -y)=(2x,x-y) 


DR 
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Observemos que: 


to 
o 
[id 
O 
ms 
o 


[So T] = 





b) (To S)(x,y)=T(S(x,y))= T(2x,y) = (2x, 2x -y) 
Observemos que: 
SoTAHTOoS 

e esse fato geralmente ocorre. 
c) (So S)(x,y)=S(S(x,y) = S(2x, y) = (4x, y) 
d)(ToT(x,y)=T(T(x,y)=T(x,x-y)=(x,y) 


As transformações SoS e ToT são também representadas por Su F. 


4.6 TRANSFORMAÇÕES LINEARES PLANAS 


Entende-se por transformações lineares planas as transformações de Rº? em IR*. Veremos 
algumas de especial importância e suas correspondentes interpretações geométricas. 


4.6.1 Reflexões 


a) Reflexão em torno do eixo dos x 


Essa transformação linear leva cada ponto (x,y) para sua imagem (x, -y), simétrica em 
relação ao eixo dos x. 


Demonstra-se que as reflexões são transformações lineares. 
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Esta particular transformação é 
TR — Rº 
(x,y) += (x,-y) ou 


T(x.y)=(x,-y) 


l O iate 
sendo sua matriz canônica, isto é: 
-] 
X | 0 x 
i | | 
-Yy O y 


b) Reflexão em torno do eixo dos y 


TR — R 


(0,7) t+ (=x, y) 


ou: 


c) Reflexão na origem 


TER — Rº 


(8,9) 0 ++ (x, =y) 
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| 


d) Reflexão em torno da reta y =X 


Tt: Rº— Rº 
(x,y) > (y,x) 





ou: 
X y 1| |x 
——h = 
y| X O| |y 
e) Reflexão em torno da reta y = x 
T: Rº— RRº 
(x,y) — (-y,-x) 
ou: 


| 


= 
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4.6.2 Dilatações e Contrações 


a) Dilatação ou contração na direção do vetor 


T:R' — Rº 
(x,y) t— a(x,y), «E R 


ou. 


Observemos que: 


se la|l > 1, T dilatao vetor; 


se la|< 1, T contraio vetor; 
se wu=1,T éa identidade I; 
sea< OT trocao sentido do vetor. 


A transformação T:Rº— Rº 





Ty) = 6, y) é um exemplo de 


b) Dilatação ou contração na direção do eixo dos x 


TR" — Rº 


(x,y) -— (0x,y), « > 0 


ou: 
X ax a 
+ E 
y y 0 
Observemos que: 
se a > 1,T dilatao vetor; 


es 0<u<l,7T contrai o vetor. 


À 


| 








contração. 


5 x,y) (x,y) (2x, y) 


Transformações lineares 199 


Essa transformação é também chamada dilatação ou contração na direção Ox (ou hori- 
zontal) de um fator a. 

A figura da página anterior sugere uma dilatação de fator aq = 2 e uma contração de 
fator «= 1/2. 

c) Dilatação ou contração na direção do eixo dos y 





TR? — Rº 


(x,y) + (x, ay), « > O (Ver figura acima.) 


Observação 


Se, nesse caso, fizéssemos a = O, teríamos: 
( ypt—+ (8; 0) 


e T seria a projeção ortogonal do plano sobre o eixo dos x, conforme a figura. 


v=(x,y) 





T(v) = (x,0) 


Para a =0, no caso b), Tseria a projeção ortogonal do plano sobre o eixo dos y. 
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UM O AMO e — = 
4.6.3 Cisalhamentos 
a) Cisalhamento na direção do eixo dos x 


TR? — Rº 


(x,y) (x+ay,y) 


OU. 








O efeito do cisalhamento é transformar o retângulo OAPB no paralelogramo OAP'B, de 
mesma base e mesma altura. Observemos que, por esse cisalhamento, cada ponto (x,y) se desloca 
paralelamente ao eixo dos x até chegar em (x + ay, y), com exceção dos pontos do próprio eixo 
dos x, que permanecem em sua posição, pois para eles y = O. Com isso está explicado por que 
o retângulo e o paralelogramo da figura têm a mesma base OA. 


Esse cisalhamento é também chamado cisalhamento horizontal de fator «. 
b) Cisalhamento na direção do eixo dos y 

TR? — Rº 

(x,y) e (x,ytox) 


A matriz canônica desse cisalhamento é: 
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Por exemplo, a matriz 


representa um cisalhamento vertical de fator 2. 


4.6.4 Rotação 


A rotação do plano em torno da origem (Figura 4.6.4a), que faz cada ponto descrever um 
ângulo 6, determina uma transformação linear Tg:Rº— Rº cuja matriz canônica é: 


cos 8 -sen O 
To] = 


sen 6 cos 6 


k, e (O, 1) 





2, = (1,0) 





Figura 4.6.4a 


As imagens dos vetores e, = (1,0) e e, = (0,1) (Figura 4.6.4b) são; 
T(e,)= (cos8,sen 8) 


T(e,)= (-sen 8, cos8) 
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isto é: 
T(e,)= (cos6)e;, + (sen 0) e; 
T(e,)= (-sen 0)e, + (cos8)e, 


Por conseguinte, a matriz da transformação T, é: 


“cos -sen 6 


[T;] = 
sen 6 cos 8 


Essa matriz chama-se matriz de rotação de um ângulo 06, 0<08<2r, e é a matriz 
canônica da transformação linear To:Rº — R*, Tolx, y)=(xcos é - ysen 8, xsen 0 + ycos6). 


Se, por exemplo, desejarmos a imagem do vetor v=(4,2) pela rotação de 8=7/2, basta 


fazer: 
cos 7/2 -sen 1/2 4| 
[T (4, 2)] = à 
| sen 7/2 cos 1/2 ) 
Ô =] 4 
[T (4, 2)] = ou  [T(4,2)] - | 
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4.6.5 Problemas Resolvidos 


20) Ospontos A(2,-1), B(6,1) e C(x,y) são vértices de um triângulo equilátero, Determinar 


o vértice C, utilizando a matriz de rotação. 





Solução 
—+ ——a 
Pela figura vemos que se pode considerar o vetor AC como imagem do vetor AB pela 
Er "a : 

rotação de 60º em torno de A (o triângulo sendo equilátero implica AB e AC terem compri- 
mentos iguais): 

+ —> 

[AC] = [Togo] [AB] 

Mas: 

—s 

AC=C-A=(x-2,y+1) 

—+ | 

AB= B-A= (4,2) 

cos 60º sen 60º | 


[Tego] = 
sen 60º cos 60º 


204 Algebra linear 


logo: 
x-2 1/2 Ea -v3 4 | 
y+1 l 12 || 
ou: 
x -2 | 
yt] 





Pela condição de igualdade de matrizes, resulta: 


% - He uy % efe 
Ou 
y+1=243+1 y= 23 
logo: 


C(4-v3, 243) 


O problema tem outra solução que seria obtida fazendo 8 = -60º (a cargo do leitor). 


21) Determinar a matriz da transformação linear de Rº em Rº que representa um cisalha- 
mento por um fator 2 na direção horizorital seguida de uma reflexão em torno do eixo 
dos y. 


Solução 


O cisalhamento transforma o vetor (x,y) no vetor (x',y') dado por 


= (1) 
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A reflexão transforma o vetor (x,y ) no vetor (x,y) dado por 


A , (2) 


x” -1] 0 | 2 x 
y” O t|I|0 | y 
ou: 
cy Ed SSL lg 
y" O 1 y 


representa a transformação composta do cisalhamento com a reflexão. 


Observemos que, de acordo com o que estudamos sobre transformação composta, a matriz 
resultante é obtida pelo produto das matrizes que representam as transformações, porém tomadas 
em ordem inversa. Esse fato continua válido no caso de termos mais de duas transformações. 


22) O plano sofre uma rotação de um ângulo 9. A seguir experimenta uma dilatação de fator 4 
na direção Ox e, posteriormente, uma reflexão em torno da reta y =x. Qual a matriz que 
representa a única transformação linear e que tem o mesmo efeito do conjunto das três 
transformações citadas? 
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Solução 


Sabe-se que a matriz da rotação é: 


cos 8 -sen 8 | 
A; E 
sen 6 cos 8 
a da dilatação é: 
4 O 
A, = 
O l 


e a da reflexão é: 


As = 


Portanto, a matriz que representa a composta das transformações dadas é: 


O || Id O | |cos8 -seng | “senô cos 8 
As As A — -- 
| O O l senô  cos6 d4cos 6  -4senô 


47 TRANSFORMAÇÕES LINEARES NO ESPAÇO 


Entende-se por transformações lineares no espaço as transformações de Rº em Rº. Dentre 
as diversas transformações lineares em IR”, examinaremos as reflexões e as rotações. 
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4.7.1 Reflexões 

a) Reflexões em relação aos planos coordenados 

A reflexão em relação ao plano xOy é a transformação linear que leva cada ponto (x, y,2Z) 
na sua imagem (x,y,-Z), simétrica em relação ao plano xOy. Assim, essa transformação é 


definida por: 


T (x, y, z) ni (x, Le -Z) 


e (x, Y,Z) 
| 


e sua matriz canônica é: 





l 0 Q 
Q l Ô | 
| 
O Õ -1 | | 
X Y (x,Y,-Z) 


respectivamente. 


b) Reflexões em relação aos eixos coordenados 


A reflexão em torno do eixo dos x é o operador linear 
T:Rº'— Rê, T(x,y,z)=(x,-y,-z), cuja matriz canônica é: 





208 Algebra linear 





(x, =Y, =Z) 
De forma análoga, Tíx,y,z)=(-x,y,-z) e Tí(x,y,z)=(-x,-y,z) definem as reflexões 
em relação aos eixos Oy e Oz, respectivamente, 
c) Reflexão na origem 
TER' —— Rº 


(x, y,Z) EEE (=x, -Y,=Z) 





4.72  Rotações 


Dentre as rotações do espaço ressaltamos a rotação do espaço em torno do eixo dos Z 
(Figura 4.7.2), que faz cada ponto descrever um ângulo 6. Esse operador linear T;R* — Rº é 
definido por 
T(x,y,z)= (xcos 8 - ysen O, xsen 8 + ycos 8, z), 
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e sua matriz canônica é: 


cosô  -senô Õ 
[T]= | senô cos 0 
Ê Ó l 





Figura 4,7.2 


Para “conferir” se T representa a rotação de um ângulo é em torno do eixo dos z, 
observemos o seguinte: 


a) T gira de 6, em torno da origem O, os pontos do plano Zz=0 (plano xOy), pois: 


T(x,y, 0) = (xcos 8 - ysen 9, xsen 8 + ycos 8, 0) 


b) T não altera os pontos do eixo dos z, pois: 


T(0,0,2)=(0,0,2z) 
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Observação 


O ângulo 6 corresponde ao ângulo central cujos lados interceptam, na circunferência de 
centro em O', um arco de medida 6. Esse ângulo 6 não é o ângulo « formado pelos vetores 
ve T(v). 


4.7.3 Problema Resolvido 


Calcular o ângulo a formado pelos vetores v e T(v) quando o espaço gira em torno do 
eixo dos z de um ângulo 8, nos seguintes casos: 


1)0=180º e v=(3,0,3) 


2)0= 90º e v= E vB) 


Pd” 





Solução 
1) 
[cos 180º -senl80Oº O 
[T] = | sen 180º cos 180º O 
O O | | 
=] Ó O) 3 -3 
[T(v)])= | 0 + O 0| =| 0 
O O | 3 3 


v.T(v) - (3,0,3).(-3,0,3) -9+0+9 


OU ———— = ni renr  À) 
vi T() V 9+9 V9+9 18 


a= 90º 
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2) 
cos 90º 
[T] =| sen 90º 
ê 
vz 
O l se 
T(v)]=|1 Q = ficas 
(T(v] a 
oo v2 
2 
E 1 ' 
[vi T(v)| 
l is CE 
13x] 
o = 60º 


4.8 PROBLEMAS PROPOSTOS 


1) Consideremos a transformação linear T. Rº — Rº definida por T(x,y) = (3x - 2y,x + 4y). 
Utilizar os vetores u=(1,2) e v=(3,-1) para mostrar que T(3u+ 4v)=3T(u)+ 4T (v). 


2) Dada a transformação linear T:V —>W, tal que T(u)=3u e T(v)=u-v, calcular em 
função de ue v: 
a) T(u+v) 
b) T(3v) 
c) T(4u - 5v) 


alz 
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3) 


4) 


5) 


Dentre as transformações T:Rº* — IRº definidas pelas seguintes leis, verificar quais são 
lineares: 


a) T(x,y)=(x -3y,2x+ 5y) 
b) T(x,y)=(y,x) 

e) Ti) = (3) 

d) T(x,y)=(x+1,y) 

e) T(x,y)=(y -x,0) 

O) Tox,y)=(Ixl], 2y) 

g) T(x,y) = (senx, y) 

h) T(x,y)=(xy,x -y) 

D) T(x,y)=(3y,-2x) 


Seja V=IR*. Fazer um gráfico de um vetor genérico v=(x,y) do domínio e de sua 
imagem T(v) sob a transformação linear T:R? — R? dada por: 


a) T(x,y)=(2x,0) d) T(x,y)=(3x, -2y) 
b) T(x,y)=(2x,y) e) T(x,y)=-2(x,y) 
c) T(x,y)=(-2x, 2y) O) T(x,y)= (x, -y) 


Dentre as seguintes funções, verificar quais são lineares: 
a) TER? > IRº;, T(x,y) =(x-y,3x,-2y) 
b) TER*—— Rº; T(x,y,0)=(x+y,x-y,0) 


& DR + Rº, Tix,y).= (8 +32) 
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ed 


D)TR — Rº, TO)=(%,2) 
)TIR——S R, T(x,y,20)=-3x+2y-2 
f) TER? — Rº, TOy)=(1x],9) 
DTR'— R, T(x,y)=x 
hRTR— R, T(x,y)=xy 


) TER Rº, T(x,y)=(y,x,y,X) 


2y 3x 
p TER — MQ,2), TO y)= | 
V|-y x+ 2y 





k) T:M (2,2) —> Rº,T = (a-c,b+c) 

a b | 
DTM?) KR, 1 = det 

c d 





m) T'R'——— Rº 


(x,y; 7) — 





Seja a aplicação TIR? — Rº 
(x,y) — (x tky,x+k,y) 


Verificar em que caso(s) T é linear: 
a) k=x 
b)k=1 


c) k=0 
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7) 


8) 


9) 


10) 


11) 


12) 


13) 


Algebra linear 


a) Determinar a transformação linear T:R?-— Rº tal que T(-1,1)=(3,2,1) e 
T(0,1)=(1,1,0). 


b) Encontrar vE Rº* talque T(v)=(-2,1,-3). 


a) Determinar a transformação linear T:Rº—Rº tal que T(1,-1,0)=(1,1) 
T(0,1,1)=(2,2) e T(0,0,1)=(3,3). 


b) Achar T(1,0,0) e T(0,1,0). 


Seja T:Rº' — R? uma transformação linear definida por T(1l,1,1)=(1,2), 
T(1,1,0)=(2,3) e T(1,0,0)=(3,4). 


a) Determinar T(x,y, 2). 
b) Determinar vE Rº talque T(v)=(-3,-2). 


c) Determinar vE Rº talque T(v)=(0,0). 


Seja T o operador linear no Rº tal que T(1,0,0)=(0,2,0), T(0,1,0)=(0,0,-2) e 
T(0,0,1)=(-1,0,3). Determinar T(x,y,2z) eovetor ve Rº talque T(v)=(5,4,-9). 


Determinar a transformação linear T:P, —P, tal que T(l)=x, T(x)=1-xºe 
TO )=x+2*". 


Seja o operador linear 

TR? Rº, T(x,y)=(2x+y, 4x + 2y). 
Quais dos seguintes vetores pertencem a N(T)? 

a) (1,2) DD 23) (30 


Para o mesmo operador linear do exercício anterior, verificar quais dos vetores pertencem 
a Im(T). 


DD DES (13 


Nos problemas 14 a 21 são apresentadas transformações lineares. Para cada uma delas: 


14) 


15) 


16) 


17) 


18) 


19) 


20) 


21) 


22) 


23) 


Transformações linegres 2!s 


a) Determinar o núcleo, uma base para esse subespaço e sua dimensão. T é injetora? 
Justificar. 

b) Determinar a imagem, uma base para esse subespaço e sua dimensão. T é sobrejetora? 
Justificar. 





T:R? Rº, T(x,y)=(3x -y,-3x+y) 

TR" ——— Rº, T(x,y)=(x+y,x,2y) 

TR —— RE, Touy)=ix-Qy, xt) 

TRê-— Rº, Tíx,y,z)=(x+2y-2z, 2x-y+2) 

TIR' > Rº, TA y,)=(k-y-22, K+2y+2, x-32) 
TR' — Rº, Tíx,y,z)=(x-3y, x-2z, 2 -x) 

TP; — Rº, T(at+b)=(a,22,a -b) 


* Bb 
TM(2,)— Rº, T = (a-b,a+t+b) 


O 
e 


Seja a transformação linear T:Rº-——>Rº tal que T(-2,3)=(-1,0,1) 
e T(1,-2) = (0,-1,0). 

a) Determinar T(x,y). 

b) Determinar N(T) e Im(T). 

c) T é injetora? E sobrejetora? 

Seja T;IR* — Rº a transformação linear tal que T(e;)=(1,-2,1), T(e,)=(-1,0,-1), 
T(e4)=(0,-1,2) e T(es)=(1,-3,1), sendo (e,,6,,€63.€4 | a base canônica do Rº. 
a) Determinar o núcleo e a imagem de T. 

b) Determinar bases para o núcleo e para a imagem. 


c) Verificar o Teorema da Dimensão, 


216 


24) 


25) 


26) 


27) 


28) 


29) 


30) 


Algebra linear 


Encontrar um operador linear T;!Rº* — Rº cujo núcleo é gerado por (1,2,-1) e 
(1,-1,0). 


Encontrar uma transformação linear T:IRº* — Rº* tal que N(T)=[(1,0,-1)). 


Encontrar uma transformação linear T;Rº — Rº cuja imagem é gerada por (1, 3,-1,2) 
e (2,0,1,-1). 


Consideremos a transformação linear T:IRº — IR? definida por 
T(x,y,z)=(2xty-z,x+2y)easbases A= ((1,0,0), (2,-1,0), (0,1,1)) do Rºe 
B=((-1,1),(0,1)) do IR*. Determinar a matriz [TI 


Seja a transformação linear T:IR* — Rº, T(x,y)=(2x- y,x+3y,-2y) e (as bases 
A=((-1,1,)),(2,1)) e B=1(0,0,1),(0,1,-1),(1,1,0);. Determinar EUR Qual 
a matriz [T| pr onde C éa base canônica do Rº? 


Sabendo que a matriz de uma transformação linear T;Rº —>Rº nas bases 
A= [(-1,1),(1,0)) do Rê e B= ((1,1,-1),(2,1,0),(3,0,1)) e do Rº é: 


[TJ 





encontrar a expressão de T(x,y) eamatriz [T). 


Seja | -2 
[T] = 2 O 
=] 3 


a matriz canônica de uma transformação linear T:Rº* — Rº. Se T(v)=(2,4,-2), 


calcular v. 


31) 


32) 


33) 
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Seja T:IR* — Rº uma transformação linear com matriz 


para B=(e,,€e,), base canônica do Rº, e B=((1,0,1),(-2,0,1),(0,1,0)+, base 
do IRº. Qual a imagem do vetor (2,-3) pela T? 


Seja T;R* — Rº tal que 


B 
(Tp! = 
-1 1 | 


sendo B, = ((0,1,1),(1,0,0),(1,0,1)+ e B; = ((-1,0),(0,-1)) basesdo Rº e do 
R*, respectivamente. 

a) Encontrar a expressão de T(x,y,z). 

b) Determinar Im(T) e uma base para esse subespaço. 

c) Determinar N(T) e uma base para esse subespaço. 

d) T é imetora? T é sobrejetora? Justificar. 

Consideremos o operador linear 

TR Rí 

06,7) + (x+2y, X-y) 

easbases A=((-1,I),(L,OF. B=[(2,-1),(-1,1)te € canônica. 


Determinar [T],.[TJp- [Te 
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Algebra linear 





34) 


35) 


36) 


A matriz de TR? — Rº relativa à base B=(vwv,v,+, sendo vw=(1,1) e 
Va =(3,2), é: 





a) Determinar T(v,)p € T(vo)p: 
b) Determinar T(v;) e T(v,). 


c) Calcular T(x,y). 


Mostrar que a matriz do operador linear identidade 
ER? — Rº 
v = y 


em uma base qualquer, é a matriz identidade n x n. 


Seja T:IR? —» Rº definida por: 
T] = 


Determinar os vetores u,v e w tais que: 
a) T(u)=u. 
b) T(v)=2v. 


co) T(w) = (4, 4). 


37) 


38) 


39) 
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Seja T o operador linear dado pela matriz: 
2 
O 
- 2 
a) Calcular N(T) e dim N(T). 
b) Calcular Im(T) e dim Im(T). 
Seja o espaço vetorial V=M(2,2) ea transformação linear 
TV —s Rº, 
a b 
dl Den eua 2a) 
c d 
a) Mostrar que T é linear. 
b) Determinar oi sendo A e B as bases canônicas de M(2,2) e IR*, respectivamente. 
c) Calcular vE V tal que T(v)=(3,-2, 4). 
d) Determinar N(T). 
Sejam F:IRº* — M(2,2) uma transformação linear e a e B as bases canônicas de 


Rº e M(2,2), respectivamente. Sabendo que 


| 0 
a |2 
LF], = 
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40) 


41) 


Algebra linear 
determinar: 
a) F(1,0) 
b) F(0, 1) 
o) F(2,3) 
d) F(x, y) 


e) (a, b) tal que: 


F(a,b)= 


Sejam as transformações lineares 


TR RR: Rº, T(x,y)=(x-y, 2X + y, 2X) 


TR? — Rº, To(x,y)=(2x-y, x-3y, y). 

Determinar as seguintes transformações lineares de IR? em Rº: 

a) T, - Ts. 

b) 3T; =2T,. 

Consideremos as transformações lineares S e T de R' em R” definidas por 
S(x,y,z) = (2x-y, 3x-2y +z) e T(x,y,2) = (xty-2z, y-22). 

a) Determinar o núcleo da transformação linear S+ T. 


b) Encontrar a matriz canônica de 38 - 4T, 
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42) 


43) 


de S 


44) 


45) 


Sejam S e T operadores lineares de IR? definidos por S(x,y)=(x-2y,y) e 
T(x, y) = (2x, -y). Determinar: 


a) S+T d)SoT 
b)T-sS e)Tos 
c) 28+4T f) Sos 


Seja a transformação linear: 
S:R'— Rº, S(x,y,z7)=(xty,z, x-y, y tz) 
a) Calcular (So T)(x,y) se 

T:R' — Rº 

(x,7) > Qxty, x-y, x-3y) 


b) Determinar a matriz canônica de So T e mostrar que ela é o produto da matriz canônica 
pela matriz canônica de T. 
As transformações S:Rº* — Rº e T;IRº' — Rº sãotaisque S(x,y)= (yx-y,2x+ 2y) 


e T(x,y,z)=(x,y). 


a) Sendo B=([(1,0,-1),(1,1,1),(1,0,0)) uma base do IRº, determinar a matriz 
[So T]p. 


b) Determinar [ToS]g' e [ToS]p”, sendo B'=((1,1),(0,-1)) e B” a base 
canônica. 

Sendo S e T operadores lineares do Rº definidos por S(x,y,z)=(x,2y, x-y) € 

T(x,y,z)=(x-z, y, z), determinar: 


a) [So T). 


b) [To Ss]. 


222 


46) 


Algebra linear 


Os pontos A(2,-1) e B(-l, 4) são vértices consecutivos de um quadrado. Calcular os 


outros dois vértices, utilizando a matriz-rotação. 


47) 


48) 


49) 


50) 


Os pontos A(-1, -1), B(4, 1) e C(a, b) são vértices de um triângulo retângulo isósceles, reto 
em A. Determinar o vértice C fazendo uso da matriz-rotação. 


Em um triângulo ABC, os ângulos B e C medem 75º cada. Sendo A(l,1) e B(-1,5), 
determinar o vértice C. 


Determinar, em cada caso, a matriz da transformação linear de R* em IR? que representa 
a sequência de transformações dadas: 


a) Reflexão em torno do eixo dos y, seguida de um cisalhamento de fator 5 na direção 
horizontal. 


b) Rotação de 30º no sentido horário, seguida de uma duplicação dos módulos e inversão 
dos sentidos. 


c) Rotação de 60º, seguida de uma reflexão em relação ao eixo dos y. 
d) Rotação de um ângulo É, seguida de uma reflexão na origem. 


e) Reflexão em torno da reta y = -x, seguida de uma dilatação de fator 2 na direção Ox e, 
finalmente, um cisalhamento de fator 3 na direção vertical. 





O vetor v= (3,2) experimenta sequencialmente: 
1) Uma reflexão em torno da reta y =X; 

2) Um cisalhamento horizontal de fator 2; 

3) Uma contração na direção Oy de fator E 

4) Uma rotação de 90º no sentido anti-horário. 


a) Calcular o vetor resultante dessa sequência de operações. 


b) Encontrar a expressão da transformação linear T:R* — R* que representa a com- 
posta das quatro operações. 


c) Determinar a matriz canônica da composta das operações. 
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51) Determinar o ângulo a formado pelos vetores v e T(v) quando o espaço gira em torno do 
eixo dos z de um ângulo 8, nos seguintes casos: 


o) v=(NÉ NE 1) e 8 = 180º 


2 | 2 | 

V3 v2 42 EA 
b) v= TO. dad LE adido 180 

3 vivo 
Cc) v= CP, Wi EA dddi =60 


4.8.1 Respostas de Problemas Propostos 
2) a) du-v 

b) 3u - 3v 

c) Ju + 5v 
3)  São'lineares: a), b), e), i) 


4) a) 





b) 





c), d), e) e f) a cargo do leitor. 
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5) 
6) 


7) 


8) 


9) 


10) 


11) 
12) 
13) 


14) 


15) 


Álgebra linear 

São lineares: a), b), e), £), i), j), k), m). 

c) é linear 

a) T(x,y)=(-2x+ty, -x+y, -x) 

b) v=(3,4) 

a) T(x,y,2) =(-y +32, -y + 32) 

b) T(1,0,0) = (0,0) e T(0,1,0) = (-1,-1) 

a) T(x,y,z)=(3x-y -z,4x-y -2) 

b) v=(1,6-2,2) 

c) v=(0,-z, z) 

T(x,y,2)=(-2, 2x, -2y + 32) 

v=(2,-3,-5) 

T(arbxtex)=b+(a+rc)x+(b+2c)x? 

a), c) 

a), b) 

a) N(T)= ((x,3x)/x€ RJ; dimN(T)=1 
T não é injetora, porque N(T) & ((0,0)). 

b) Im(T)= [(-y,y)/y € R$; dimIm(T)=1 
T não é sobrejetora, porque Im(T) + IR?. 

a) N(T)= ((0,0)); dim N(T)=0. 


T éinjetora, porque N(T)= (05. 


16) 


17) 


18) 


19) 


20) 


21) 


22) 
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b) Im(T)= ((x,y,2) € R/2x-2y -z=0) 

dim Im(T) = 2. T não é sobrejetora, porque Im(T) + Rº. 
a) N(T) = ((0,0)); dimN(T)=0 

T é injetora. 
b) Im(T)= IRº; dim Im(T)=2; T é sobrejetora. 
a) N(T) = [(x,-3x, -Sx)/x€e RJ 
b) Im(T) = Rº 
a) N(T) = |(32,2,7)/2€ Rj 
b) Im(T) = ((x,y,27) E Rº/2x+y-2=0) 
a) N(T) = ((3x,x,3x)/x€ RJ 
b) Im(T) = ((x,y,Z)€ Rº/y =-z) 
a) N(T) = 10) 


b) Im(T) = ((a,2a,c)/a,ce RJ 







o O 


a) N(T) = [cede R 


c d 
b) Im(T) = Rº 


a) T(x,y)=(2x +y, 3x + 2y, -2x = y) 


b) N(T) = 1(0,0)) 


Im(T)= ((x,y, x)/x,y€ R+ 


c) T é injetora, mas não sobrejetora. 
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23) a) N(T)= [(3y,y,0,-2y)/y E R) 
Im(T) = IR? 


b) e c) a cargo do leitor. 
24) Um delesé T(x,y,z)=(0,0,x+y + 32). 
25) Uma delasé T(x,y,2)=(x+2, y). 


26) Uma delasé T(x,y,z)=(x+2y, 3x, -x+y, 2x-y). 


2 3 6 
27) 
3 q 
3 0| E 


28) |5 2] e 2 


tm 





29) T(x,y)=(8x+18y, 6x+ lly, -2x - 4y) 


8 18 
[T]=| 6 11 
O 


30) v=(2,0) 
31) (11,-13,2) 
32) a) T(x,y,z)=(-2y+2z, x +y) 
b) Im(T) = IR? ; (base a cargo do leitor) 


c) N(T) = ((x,x,2x)/x € IR) ; (base a cargo do leitor) 
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33) 


34) 


36) 


37) 


38) 


d) T não é injetora. 


T é sobrejetora. 


=] l 3 -| | 
| 


[TIA = » gm e Mç=[M=| 
-] 2 6 -3 ] -| 


no 


a) T(vi)p =(2,-1), T(va)g =(1,-3) 

b) T(vi)=(-1,0), T(va)=(-8,-5) 

c) T(x,y)=(-6x + Sy, -5x + Sy) 

a) (0,0) 

b) y (3,1) 

c) (1,1) 

a) N(T) = [2(2,-3,-4)/2€ RJ, dimN(T)=1 


b) Im(T)= ((x,y,7) € Rº/x-y +2z=0), dim Im(T)=2 


2 l 
c) V = de R 
d-2 d 
O 0 


d) N(T)= 4 - de R | 
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39) 


40) 


41) 


42) 


43) 


44) 


Algebra linear 
l 2 Ô l 2 7 
a) b) Cc) 
3 -] -2 2 | O 4 
x Re + Y 
d) e) não existe (a, b). 
3x - 2y -x + 2y 
a) T, (x, y) = (=x, X + 4y, -2X - y) 


b) To(x, y)= (=x - y, 4x + 9y, -6x - 2y) 


a) ((x,0,3x)/x € R 


a) (S + T)(x,y) = (3x - 2y,0) 

b) (T - S)(x,y) = (x + 2y, - 2y) 

c) (28 + 4T) (x, y) = (10x - 4y, -2y) 
d) (So T)(x,y) = (2x + 2y, -y) 

e) (To S)(x,y)=(2x - 4y, - y) 

8) (So S) (x,y) =(x - 4y,y) 


a) (So T)(x,y)=(3x,x - 3y,x + 2y, 2x - dy) 


b) a cargo do leitor 


a) | 1 0 b) 
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Ô -] l O 
45) a) 2 0: b) 2 0 
di e -] Ô 
46) Duas soluções: (4,7) e (7,2) ou (-6,1) e (-3,-4). 
47) C(-3,4) ou C(1,-6) 
48) C(-1-/3,2V/3) ou C(3-V3,2+243) 
Tt Ma ss 
49) a) b) c) 
. 3 4 
| e | 2 2 
| -cos 8 sen 8 | O -2 
d) e) 


-sen8 -cos6. -1 -6 | 


S0) a) (-1,8) 


b) TO = (5x, 2x+9) 


-4 0 
) [7] = 
2 l 
51) a) a=90º 
b) a = 90º 


c)ax= 41º24 


CAPÍTULO 





OPERADORES 
LINEARES 





5.1 OPERADORES LINEARES 


No capítulo anterior dissemos que as transformações lineares T de um espaço vetorial V 
em si mesmo, istoé, T:V — V, são chamadas operadores lineares sobre V. 

As propriedades gerais das transformações lineares de V em W e das correspondentes 
matrizes retangulares são válidas para os operadores lineares. Estes e as correspondentes matrizes 
quadradas possuem, entretanto, propriedades particulares, que serão estudadas neste Capítulo. 

Tendo em vista aplicações em questões de Geometria Analítica, serão estudados, de 
preferência, operadores linearesem Rº eem Rº. 


5.2 OPERADORES INVERSIÍVEIS 


Um operador T:V —Y associa a cada vetor vE V um vetor T(v)E V. Se por 
meio de outro operador S for possível inverter essa correspondência, de tal modo que a cada 
vetor transformado T(v) se associe o vetor de partida v, diz-se que S é operador inverso 
de T, ese indica por T”'. 


Observação 
Quando o operador linear T admite a inversa T”*, diz-se que T é inversível, invertível, 


regular ou não-singular. 
230 o 
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5.2.1 Propriedades dos Operadores Inversíveis 
Seja TV — V um operador linear. 

1) Se T éinversívele T”! é a sua inversa, então: 
ToT"!=T'!oT=1 (identidade) 


ID T é inversível se, e somente se, N(T)= [0 (Propriedade 2 de 4.2.1 e Corolário 1 
'de4.34). 


II) Se T é inversível, T transforma base em base, isto é, se B é uma base de V, T(B) 
também é base de V. 


IV) Se T éinversívele B uma base de V, então T"!:V — V é linear e: 
r-1) = 
[T ha (TI) 


isto é, a matriz do operador linear inverso numa certa base B é a inversa da matriz 
do operador T nessa mesma base. 


Na prática, a base B será normalmente considerada como canônica. Logo, de forma mais 
simples: 


(= = rj 
e, portanto: 
[E pe j=[ro TO) = E 


Como consequência temos: T é inversível se, e somente se, det [T] £ 0. 
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5.2.2 Problemas Resolvidos 


1) Seja o operador linear em IR” definido por 
T(x,y)= (4x - 3y, -2x + 2y) 
a) Mostrar que T é inversível. 


b) Encontrar uma regra para T"* como a que define T. 








Solução 
uã 
a) A matriz canônica de T é [T] =. 
2 
Como det [T|=2%0, T é inversível. 
4-3 3 
Dm = [= - 2 
o 2 1 2 
logo: 
| x - X| x + > 
Tx, 9)] = [77] = = 
y 2) | x+ 2y 
ou: 


T'(x,y)=(x+ =. x + 2y) 


Observação 


Devemos entender que se T leva um vetor (x,y) ao vetor 


(x,y), isto é: 
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aa ii 


o operador T”* traz de volta o vetor (x',y') para a posição inicial (x, y), ou seja: 
x | x 


| [T] -1 
y bd 


É bom que o leitor faça o teste com um vetor de livre escolha, valendo-se de T e T'! do 
exercício realizado. 


2) Verificar se o operador linear T:Rº — Rº definido por T(1,1,1)=(1,0,0). 
T(-2,1,0)=(0,-1,0) e T(-1,-3,-2)=(0,1,-1) é inversível e, em caso afirmativo, determinar 
T'(x,y,2). 


Solução 


Observemos inicialmente que ((1,1,1),(-2,1,0),(-1,-3,-2)) é umabasede Rº e T 
está bem definido, pois são conhecidas as imagens dos vetores dessa base. Portanto, basta calcular 
T(x, y, Z) e proceder como no exercício anterior. Pensamos, no entanto, ser mais fácil proceder 
da maneira como se segue. 


Por definição de T”!, temos T"'(1,0,0)=(1,1,1), T"'(0,-1,0)=(-2,1,0) e 
T"'(0,1,-1)=(-1,-3,-2). Observando que 1(1,0,0),(0,-1,0),(0,1,-1)| é também uma 
base de IRº (verificar!) e que as imagens desses vetores são conhecidas, o operador T”! está 
definido. Ora, existindo a T”*, T é inversível. Pretendemos calcular T-'(x,y, 2). 


Para tanto, expressemos (x, y,Z) em relação a essa base: 
(6,y,2)=x(1,0,0)+(-y -z)(0,-1,0) + (-2)(0, 1, -1) 

logo: 
T (x,y,2)=xT'(1,0,0)+(-y - z)T"!(0,-1,0) + (-z)T"'(0,1,-1) 
T' (x,y, D=x(1,1,D+(-y-2)(-2, 1,0) + (-z)(-1,-3,-2) 
T'(x,y,27)=(x,x,x)+(2y+2z,-y-2z, 0)+ (2,32; 27) 


Tr (x,y, 27)=(x+2y+327, x-y +22, x +22) 
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5.3 MUDANÇA DE BASE 


Sejam A e B bases de um espaço vetorial VW, Pretende-se relacionar as coordenadas de 
um vetor v em relação à base A com as coordenadas do mesmo vetor v em relação à base B. 


Para simplificar, consideremos o caso em que dim V=3. O problema para os espaços de 
dimensão n é análogo. Sejam asbases A= (vi,vo,vs) e B=[wi,W,Wa >. 


Dado um vetor v E V, este será combinação linear dos vetpres das bases A e B: 


VS XyVi tXoVo TXaVa (1) 
OU. 

VA E (x1,X9,X3) 
-P 

V=YiWi +YaWa tY3W3 (2) 
OU: 


YB = (y 72, Ya) 

Por sua vez, os vetores da base A podem ser escritos em relação à base B, isto é: 

Vi =amnW tda Wo + day Wa 

Va =daW, taWa TagnWa (3) 


Va =djaWy + dosWo taszaWa 


Substituindo (3) em (1), temos: 
v=Xi(anW, +tanwWo tasWwa)+txXa(aaW, tag Wa tag Wa)+Xa (233 Wit doa Wo + Aga Wa) 
ou: 


v=(anx, tax tas3Xa)Wi ta X + agaXo + az3X3 ) Wo + (233X, + dao Tt a33X3 ) Wa (4) 
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Comparando (4) com (2), vem: 


Vi = ayjX taXa TaygÃa 
Ya = d91Xy T aogXo T do3Xa 


Ya = d31X tda X T da3X3 


ou, na forma matricial: 





Yi dj di X1 
| dai dz Xa2 
Ya | da da Xa 
ou, mais simplesmente, pela equação: 
(7, = [0 Lvl, (5.3) 


sendo a matriz: 
dj diz dia 
[IJ]. = [dn da» da 
da da  da3 


chamada matriz de mudança de base de A para B. 


Notemos que o papel dessa matriz é transformar as componentes de um vetor v na base À 
em componentes do mesmo v na base B. 


Observações 


1) Comparando a matriz [12 com (3), observamos que cada coluna, pela ordem, é 
formada pelas componentes dos vetores da base A em relação à base B, isto é: 


dt dig dia 
[vi ] B =| da 5 [va] B a da É [va] B - daa 


da | da daa 
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2) A matriz Doi é também conhecida como matriz de transição de A para B. 
3) A matriz [1] E é, na verdade, a matriz do operador linear identidade 


ET W 


p=" 


considerado nas bases A e B. Esse fato fica bem evidente no problema resolvido número 3 do 
item 5.3.1. 


A i ; 
4) A matriz [I]., por transformar os vetores linearmente independentes da base A nos 
vetores linearmente independentes da base B, é inversível. Por conseguinte, da equação 


[lp = [0 [va (5) 
pode-se obter: 
[IA = (NS [vls (6) 


donde se conclui que 
AA aa B 
(ND =, 


isto é, a inversa da matriz-mudança de base de A para B é a matriz-mudança de base B para A. 


5.3.1 Problema Resolvido 
3)  Sejamasbases A=(vi,vz)e B=(ws;,wa) do Rº, onde 
Vi =(2,-1), Va =(-1,1) e Wi = (1,0), Wa =(2, 1) 


a) Determinar a matriz-mudança de base de A para B.. 
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b) Utilizar a matriz DS para calcular [v] ns sabendo que 


[Vl * 
3 | 
Solução: 


a) Pretendemos calcular: 


mA . d11 d12 
B 
da1 d22 
Ti 


[vila [valo 


Expressemos os vetores da base A em relação à base B: 


Vi =(2,-1)=ay(1,0)tan(2,1) 
OU. 


mm 


dt + 2a51 e 2 


da, = -] 


sistema cujas raízes são: 


4 
a=4 e ay =-1, istoé, [v; IB = 
=] 
ii Ra (1, 1) di aja (1,0) + a (2, 1) 
ou: 
| d13 E 23% =] 
day = l 
sistema sujas raízes são: 
| -3 


aj = -3 Ê do = 1, isto é, [va], = 
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logo: 
4 3 
A 
[5 = 
=] | 


b) Sabendo-se que: 


4 
[Vl = [14 Ma é as | 
3 


obtemos: 


43 , 
hj ; H 


Caso o leitor queira conhecer o vetor v na base canônica, basta fazer: 
v=4(2,-1)+3(-1,1)=(5,-1) 
ou: 


v=7(1,0)-1(2,1)=(5,-1) 


Observação 


Se o problema consistisse apenas em calcular vo a partir de v a» sem utilizar a matriz 
[1] nº bastaria determinar o vetor v na base canônica, isto é, v=(5,-1) e, posteriormente, 


resolver a equação 
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(5,-1)=aj(1,0)+ as(2,1) 


para encontrar a, =7 e ay=-l. 


A utilização da matriz-mudança de base ainda será vista em outros assuntos deste livro. 


5.3.2 Outra forma de Determinação da Matriz-Mudança de Base 


A matriz-mudança de base Ds pode ser determinada de uma forma diferente. 


Valendo-se das bases A e B do problema anterior e sendo C= ((1,0),(0,1)+ a base 
canônica, vem: 





' 2 
[UG = 
-] 
+ 4 
Vi Va 


pois: 
(2,-)=2(1,0)- 1(0,1) 
(-1,1)=-1(1,0)+1(0,1) 


e,de forma análoga: 


E 2 
[Nes 
Q ] 
T t 
Wi Wa 


Assim, a matriz -mudança de base de uma base qualquer para a canônica é a matriz que se 
obtém daquela base dispondo seus vetores em colunas. Façamos Hip =A e [6 =B. 
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Lembrando o que foi visto em 4.5.3 sobre composta de transformações lineares e levando 
em conta a Observação 4) de 5.3, podemos escrever: 


(05 = [Lo ]S= [05 DE= (09 NZ=BA 


Então, para as bases A e B dadas, temos: 





é 1 2 » ci 2/|[2 1 
MÊ=B A= = - 
B ] -1 ] Elia) ] 
[4 

4 ] 


5.3.3 Aplicações da Matriz-Rotação 


Vimos que a matriz-rotação do plano de um ângulo 6 é: 


cosô  -senô | 


sen 6 cos 8 


Observemos que as imagens de (1,0) e de (0,1), pela rotação 8, são: 





-sen 8 1 cos 6 
cos 8 O sen 6 
e: 
E nas [5 -sen 6 À] -sen 6 
| mm 
sen 6 cos 8 l | cos6 





respectivamente. 
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Portanto, a base P=(u,,u,+, sendo u,=(cosô,sen6) e u;=(-senô,cos6), é 
obtida da base canônica C= [e,,e;), sendo e, =(1,0) e e, =(0,1), pela rotação de um 
ângulo 6, Assim, como a base canônica C determina o sistema de coordenadas retangulares 
xOy, a base P determina também um sistema de coordenadas retangulares x'Oy que provém 
do sistema xOy por meio da rotação de um ângulo é. Consequentemente, cada ponto R ou 
cada vetor v do plano possui coordenadas (x,y) em relação ao sistema xOy e (x,y) em 
relação ao sistema x Oy. 





A matriz-rotação pode ser encarada como matriz-mudança de base de P para C, 
isto é: 


cos 6 sen 8 | 


sen0  cos6 





pois: 
(cos 6,sen 8)=cos8 (1,0) +senô (0,1) 


(-sen 8,cos8)= -sen 89(1,0)+ cos8(0,1) 
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"* Por exemplo, para 6 = 90º, tem-se a base: 


P= ( (cos 90º, sen 90º), (-sen 90º, cos 90º) ) = ((0,1),(-1,0)) 


e, portanto: 
& Oo - 
[Ms * 
C | 0 


Considerando vs (4,2), o vetor v na base canônica é: 


o alla 2 
[v] = (1, [v],= - 


As figuras mostram que o vetor v que tem componentes 4 e 2 na base: 
P = ( (0, 1), (-1, 0) ) 
tem componentes -2 e 4 na base: 


C= ((1,0),(0,1)) 


4(0,1) 


(0, 1) 





2(-1,0) (-1,0)]O 
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No caso de mudança de base de C para P, já vimos que: 


| cos 6 -sen 6] 
[p= (9 = 


sen 0 cosô. 
ou seja: 
cos 8 sen O 
o . 
[1 = 
-sen O cos6 


Por exemplo, para uma rotação de 68 =45º no sistema xOy, o vetor v=(x,y)=(4,2) 
na base canônica será w = (x,y)=(3V2,-2) na base P. 


De fato: 
| cos 45º sen 45º 4 
[vl, =” 
-sen 45º cos 45º | |2 
v2 v2 | |4 
2 2 
[v]p = | 
2 0 2 
2 2 2 
32 
[p= 


oi 
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* 





5.4 MATRIZES SEMELHANTES 


Seja T;V —V um operador linear. Se A e B são basesde V e [7] e [1 as 
matrizes que representam o operador T nasbases Ae B, respectivamente, então: 


To 0 O (TI, OD, (5.4) 
sendo [1 IN a matriz-mudança de base B para A. 
De fato: 


Pelo conceito de matriz de uma transformação linear (4.4) podemos escrever: 


Di) PP É PO A (1) 


TO), =[7, 2) 


Sendo [, a matriz-mudança de base de B para A, tem-se: 


ADAM, e TOMÉ TO), 
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Substituindo |V], e [T(v)] " em (1), resulta: 


B ” B 
A (TON = [TIA DO, Ds 
Como a matriz [1] E é inversível (Observação (4)de 5.3), vem: 
TO = O (TA A 


Comparando essa igualdade com a (2), conclui-se: 
= Da = B 
(Tp = (0 (TA UA 
que é a relação apresentada (5.4). 
Fazendo [1] : =M, a relação acima fica: 
[T]a = Mr! [TJ A M (5.4a) 


não se podendo esquecer que M é a matriz-mudança de base de B (2a base dada) para 
A (12 base dada). ? 


As matrizes [T], e [Tly são chamadas semelhantes. 


Por conseguinte, duas matrizes [T] Ae [T] p São semelhantes quando definem em V um 
mesmo operador linear T. Mais precisamente, duas matrizes [T], e [T], são semelhantes se 
existe uma matriz inversível M tal que 


(Mg = MO [TAM 


O esquema a seguir mostra que existem duas maneiras de se obter T(v)p a partir de v,: 


[HA 
VA Tp T(vA 
M-' Mr 
[Tg 


YB ee ca dE T(w)p 
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5.4.1 Propriedade 


As matrizes semelhantes [T] A e [T] p Possuem o mesmo determinante. 
De fato: 
De 


[Ta = Mo (TJAM 
vem: 


M (Tha = [TJAM 


det M . det [T] = det [T], . det M 
OU. 


det [T]g = det [T] 


5.4.2 Problemas Resolvidos 
4) Sejam T:IR? — IR? um operador linear e as bases 
A=((3,4),(5,7)) e B=((1,1),(-1,1)) 


e seja: 


[T] 


a matriz de T na base A. Calculemos 1SR pela relação: 


[Tg =M [TAM 
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na qual M é a matriz-mudança de base de B para A. Necessitamos da matriz M que será 


calculada pela relação apresentada em 5.3.2: 


M=[1],=A!B 








Isto é: 
a sir a ; A | ai 2 «12 
M = = - 
4 7 | | 4º 3 | | -] 7 
Es 
1 6 
2 
e 
Cl 
2 ] 
logo: 
1 6 | 
m g) -, 4 2 —12 
B dê à El ai 7 
2 1 
” 5 8 ? «12 
T = 
B 1 E 7 
o 
[= 
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Observação 
Pode-se verificar, através do exemplo, que realmente as matrizes [T] UE: [T] n São 


semelhantes, isto é, que na transformação linear definida em IR* por essas matrizes, em bases 
diferentes, um vetor vE R? tem a mesma imagem T (v). 


Seja o vetor v, =(2, -1). 
[) Cálculo de T(v), por meio de Ta: 
MOI, = (TM), 


II) Cálculo de vg por meio de M”* partindo de v, : 


[vlg = M”! [v] À 


toj= to/a 


HI) Cálculo de T(v), por meio de M”* partindo de T (v) PE 


[TC p= Mo TOA 


TO], 


o/m to |—3 
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IV) Cálculo de T(v)p por meio de [T],: 


(Tp = [Tp [va 


? 2 4) [1 2 | 
[T()lg = | = 
1 silo) li 


Assim, O vetor v tem a mesma imagem T(v). por meio do operador linear T, definido em 
R* pelas matrizes [T] A [T] g. em bases diferentes. 


V) Por outro lado, as matrizes semelhantes têm o mesmo determinante: 


-2 4 
det [T] , = =2-8=-6 
2 -1 
| 2 -4| 
det [T]p = =-10+4=-6 
1 -5 


5) Sejao operador linear T:IR?—— IR? definido por: 
T(x,y)= (2x +9y,x + 2y) 
Determinar [T], matriz canônica de T, e a seguir utilizar a relação: 
[Tg =M [TIM 

para transformá-la na matriz de T na base: 


B = (Gg, 1), (-3, 1)) 
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Solução 
É imediato que: 
2 9. 
[T] = 
1 2 


A matriz M de mudança de base de B para a canônica A é dada por: 


M=A! B 
ou: 
l 0/!|3 -3 
M = 
0 | l 1 
mas: 
l à ipa Ô 
Ó ] O ] 
logo: 
l O 3 -3 3 -3 
M = = 
Ê l ] ] ] i 
Ê. 
1d] 
6 2 
M-! = 
E À 
6 2 
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Portanto: 
| 
EM 01 13º «s 
ms | | 
* IusÃ 2| li | 
6 
5 so 
é IP 
[Ta o E? o 1 
6 2 
E 
[7 = 
0 
Observação 
A matriz diagonal 
5 0 
0 


que representa T na base B, é mais simples, no sentido de “estrutura” que a matriz canônica 


de T: 


- Já no problema resolvido nº 4 esse fato não ocorreu. A simplificação da matriz do operador 
T está ligada à escolha adequada de uma base, pois é a matriz de mudança de base M que atua 
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sobre a matriz de um operador linear para transformá-la em outra matriz do mesmo operador. A 
escolha da base “certa”, que torna a matriz do operador T o mais simples possível, é objeto de 
estudo no próximo Capítulo. 


5.b OPERADOR ORTOGONAL 


Seja V um espaço vetorial euclidiano. Um operador linear T;V —V é ortogonal se 
preserva o módulo de cada vetor, isto é, se para qualquer vE V 


[IT(v)| = |vl 


Observações 


1) Tendo em vista que o módulo de um vetor é calculado por meio de um produto interno 
(lvl=v.v), os operadores ortogonais são definidos nos espaços vetoriais euclidianos. 


2) Nos operadores ortogonais, serão consideradas somente bases ortonormais em V e, 
particularmente, a base canônica. 


Exemplos 
1) No Rº, como produto interno usual, o operador linear definido por: 


4,330 4 
Te, y)=(7x+2y, 5X - 59) 









é ortogonal. 
De fato: 
[T(x,y)I= 
T = | Oia 9 : | 
Tenl=/ 50 t5 te EM SEM HSV! = 
25 25 
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ou: 
TG, y)l= x ty? = Gy), VER 

2) Consideremos o Rº com o produto interno usual. A rotação do plano de um ângulo 
6 dada por: 
T(x,y) = (xcos 6 - ysen Ô, xsen O + ycos 6) 


é ortogonal. (A verificação fica a cargo do leitor.) 


3) No Rº, como produto interno usual, o operador linear dado por: 
T(x,y,2)=(=y,x, -Z) 

é ortogonal. 
De fato: 


TO y, = Cy) +x + (2) = x +y? +27? = |(x,y,2) | 


Observação 


O produto interno de dois vetores u=(a;,...,a,) e v=(b,, Dn), em relação a uma 
base ortonormal, é dado por: 


u.v=a;by +...ta b (verificação a cargo do leitor) 


Se esses vetores forem expressos na forma matricial: 
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conclui-se que: 
[uv] = [u]! [v] 


onde [u]t indica a matriz transposta de [u]. 


Observação 


No Apêndice, a matriz transposta de A, por exemplo, é representada por AÍ: aqui, a 


transposta será representada por A!, uma vez que T está sendo utilizado para representar um 
operador linear. 


5.5.1 Propriedades 


I) Seja T:V —>V um operador ortogonal sobre o espaço euclidiano V. Então, a 
inversa da matriz de T coincide com a sua transposta, isto é: 


[7]! = [7] 
“De fato: 
Iv | =| T(v) | 


OU: 


Vv.v=v TC). T(v) 
isto é: 
vev=T(v). T(v) 


ou: 
fv.v] =[T(9. T(W) 
ou ainda: 
[v]* [v] = [TO TO] 
mas: 


[TO ET (O) = (LT) [v)D CT (v) = [0º ET)* pr] o] 
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logo: 

[v]  [v] = [v]* (TJ* [TJ dv] 
e, finalmente: 

[T]" [E] =1 
ou: 


mt= [1] 


A matriz [T], tal que [T]!=[T] “*, é chamada matriz ortogonal. Portanto, uma 
matriz ortogonal define um operador ortogonal. 


A matriz canônica do exemplo 1), item 5.5. 


k É 
(Tr) = 5 5 
| ] = 3 2X 
5 5 
é ortogonal, pois: 
4 3 
to ô 5 a 
, 5 


A matriz-rotação: 


co 8  -senô 
[1] = 


sen 8 cos 8 
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do exemplo 2), item 5.5 é também ortogonal, pois: 





IH) O determinante de uma matriz ortogonal é +] ou -1. 
De fato: 
Sendo [T] ortogonal, [T]'[T]= 1. 
Logo: 
det([T]* [T]))= det 1 
OU. 
det [T]' det [T] = 1 
Como det [T|] = det [T]*, vem: 
(det [T|)? =| 
ou seja: 
det [T])=+1 ou det[T]=-1 
Dessa propriedade conclui-se que todo operador linear ortogonal é inversível. 


HI) Todo operador linear ortogonal T:V — YV preserva o produto interno de vetores, 
isto é, para quaisquer vetores u, vE V, tem-se: 


u.v=T(u).T(v) 
De fato: 


(TCU). TC] = [T(u)]* (TC) = (LT) (u)D* [T) [v) = fu) t (T9* (7) (v) 
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mas: 
[7] (T) = 
logo: 
[T(u) . T(W] = [u]* [v] = [uv] 
e: 


u.v=T(u).T(v) 


Decorre dessa propriedade que todo operador ortogonal T:V —»V preserva o ângulo 
de dois vetores, isto é, o ângulo entre dois vetores u e v é igual ao ângulo entre T(u) e T(v). 

Esse fato e a definição de operador ortogonal permitem concluir: T transforma bases 
ortonormais em bases ortonormais, isto é, se (wi, mes Vo k é base ortonormal de V, então 
(T(voD...., T(vn)) é também base ortonormal de V. Essa propriedade, como ainda veremos, é 
de grande importância na construção de novas bases ortonormais (u,,u,) do R?, a partir 
da base canônica (e;,e2), e na criação de um novo sistema de coordenadas retangulares 
xOy',a partir do sistema xOy, conforme sugere a Figura 5.5.la. 


2,=(0,1) 
u, 


2, = (1,0) x 





Figura 5.5.1a 


Essa transformação, no plano, da base canônica para outra base ortonormal por meio de um 
operador ortogonal T;:R? — R* pode ser vista de duas maneiras: 


a) A base (u,,u; | provém da base canônica (e;,e, | por uma rotação, conforme 
a Figura 5.5.1a, e, nesse caso, det [T] = +1. 
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Reciprocamente, se det [T] =+1 e T ortogonal, T é uma rotação. 


b) A base (u,,u,) provém da base canônica (e;,e;) por uma rotação seguida de 


uma reflexão na origem de apenas um dos vetores (Figura 5.5.1b) ou vice-versa. Nesse caso, 
tem-se : 


det [T)] = -] 





Figura 5.5.1b 


Assim, por exemplo, o operador ortogonal, representado pela matriz 


3 1 

2 2 
= 1 

1 VE 

a 2 


O que dissemos para o IR? é válido parao Rº. 
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Por exemplo, o operador ortogonal no Rº representado pela matriz 


cos 6 -senô OQ 


A =| senô cos6 0 


é uma rotação, pois det A = | para qualquer valor de 6. 


IV) A composta de duas transformações ortogonais é uma transformação ortogonal 
ou, equivalentemente, o produto de duas matrizes ortogonais é uma matriz ortogonal, 


V) As colunas (ou linhas) de uma matriz ortogonal são vetores ortonormais. 


De fato: 


Sejam A= (e,,€,,...,6n) uma base ortonormal do espaço vetorial euclidiano V e 
T:V — V um operador linear ortogonal representado nesta base pela matriz: 


di diz din 
da1 dm dan 
Ani dna dnn 


Tendo em vista que: 
Jel=lel=..=legl=1 e 


e; .6=0, É) 
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e FE. OO TO = == > 


e que 


T(e;)= d1 €1 t aa É2 + « T âny En 


T(e,)=açe; Tante +... tan,ên 


T(en)=aint, t aznta +... tannen 
pode-se escrever: 


|IT(e)l?=T(e,;).T(e,)=aty trai, +..tai,=1 


|T(es)l*=T(e,).T(e,)=afo ta +... + ah = | 


|T(en)l? =T(en).T(en)=aintaint.. tam =] 


Logo, as colunas 


21 12 din 
d21 da2 dan 
ni dna dnn 


" v 


representam vetores ortonormais do espaço V e, consequentemente, formam uma base ortonor- 
mal desse espaço. 
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Exemplo: 
Seja a matriz: 





Os vetores-colunas de A são: 


| l l l | | 
u=(-.—,0,—), u =(—,0,—) e us3=(0,1,0) 
l E, JT? 2 E; V2 E 
Ê: 
Jul=|ul=|usl=1 
e também: 


4 - Us = UU; - Us = Us, Us =] 
logo, o conjunto: 
Lu, ua, Usa | 


é uma base ortonormal do Rº. 


Além disso, como det A=1 (verificar!), a matriz A representa uma rotação do espaço. 
5.6 OPERADOR SIMÉTRICO 


Diz-se que um operador linear TV — V é simétrico se a matriz que o representa 
“numa base ortonormal A é simétrica, isto é, se: 


[TI = [TIA 
Observações 


1) Demonstra-se que a matriz do operador simétrico é sempre simétrica, independente da 
base ortonormal do espaço. Em nosso estudo, trabalharemos somente com bases canônicas. 


Então, T: V — V é simétrica se [T]" = [T] 


2) O operador simétrico é também chamado operador auto-adjunto. 
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Exemplos 
|) Ooperador linear 


TR" — Rº, T(x,y)=(2x+4y, 4x-y) 


é simétrico, pois a matriz canônica de T 





é simétrica, isto é, [T]* = [T). 
2) No IRºooperador T definido por: 
T(x,y,2z)= (x ey, 1X + 3y - 2z,-2y) 


é simétrico e sua matriz canônica é: 


1-1 0 
| 
[T=|-1 3 02 

0-2 0 


5.6:1 Propriedade 


Seja WV um espaço vetorial euclidiano. Se T:V —>V é um operador simétrico, então 
para quaisquer vetores u, vE V, tem-se: 

T(u).v=u.T(v) 

De fato: 

(Té) .v] = [To] [v] = (CT) (o) = fu) 7) IM) = fo) CM) [))= fu. TD) 
logo: 

T(u).v=u.T(v) 
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Exemplo 


mas: 


5.7 


1) 


Seja o operador simétrico, no RR”, definido por: 

T(x,y)= (x + 3y, 3x = 4y) 

Consideremos os vetores u=(2,3) e v=(4,2) e calculemos T(u) e T(v): 
T(u) = T(2,3)=(11,-6) 


T(v)= T(4,2)= (10,4) 


T(u).v=(11,-6).(4,2)=44-12=32 
u.T(v)=(2,3).(10,4)=20+12=32 
Como se vê: 


T(w.v=u.T(v). 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


A seguir são dados operadores lineares T em Rº eem R/. Verificar quais são inversíveis 
e, nos casos afirmativos, determinar uma fórmula para T”'. 


a) TER? — Rº, T(x,y)=(3x- 4y,-x+2y) 

b) TER? — Rº, T(x,y)=(x-2y,-2x+ 3y) 

O) T:R* — Rº, T(x,y)=(2x-y,-4x + 2y) 

D)TR? — Rº, T(x,y)= (5x + 2y, -dx - 2y) 
) TR? — Rº, T(x,y)=(x,-y) 


9) TTER*— Rº, T(x,y,z)-(x-y+22,y-2,2y- 32) 
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9) TERº — Ré, Tí(x, yoD=(X+ty- Z,X+2y,2z) 
h) TR — Rº, T(x,y,z)=(x,x-z,x-y-2) 


) TTERº — Rº, T(x,y,z)=(x-y+2z,y-2z,-2x+y- 32) 


D TER — Rº, T(x,y,)=(xtz,x-2,y) 


2) Sejao operador linear T:Rº — Rº definido pela matriz: 





a) Mostrar que T é um isomorfismo. 
b) Determinar a lei que define o operador T”!. 


c) Utilizar a matrizde T oude T"! paraobterovetor ve Rº tal que T(v)=(2,-3,0). 


3) Mostrar que o operador linear, no IRº, definido pela matriz 


2 3 
3 à 
5 É; 





não é inversível. Determinar vE IRº tal que T(v)=(6,9,15). 


4) Verificar se o operador linear T:IRº — IR? definido por T(1,0,0)=(2,-1,0), 
T(0,-1,0)=(-1,-1,-1) e T(0,3,-1)=(0,1,1) é inversível e, em caso afirmativo, 
determinar T”! (x, y, Z). 
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| E | 


5) 


6) 


7) 


No plano uma rotação de a radianos é seguida de uma reflexão em torno do eixo dos y. 


a) Mostrar que a transformação é um isomorfismo. 


b) Determinar a inversa da transformação definida. 


Seja T:IRÉ — IR? o operador linear que transforma u em T(u) e v em T(v), 
conforme a figura. 


a) Dar a lei do operador T. 


b) Determinar a transformação linear que transforma T(u) em u e T(v) emv. 





Utilizar a inversão de matrizes 2 x 2 para mostrar que: 


a) A transformação linear inversa de uma reflexão em torno do eixo dos x é uma reflexão 
em torno desse eixo. 


b) A transformação inversa de uma dilatação ao longo de um eixo é uma contração ao longo 
desse eixo. 


c) A inversa de uma rotação do plano de um ângulo 6 é a rotação do plano do ângulo -0. 
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8) Consideremos as seguintes bases do R?:A=((1,1),(0,-1)) e B=((2,-3),(-3,5)>. 
a) Determinar a matriz-mudança de base [Do 
b) Utilizar a matriz obtida no item a) para calcular vp. sendo va =(2,3). 
c) Determinar a matriz-mudança de base de B para A. 

9) Repetir o problema 8 para as bases A = ((3,-1),(1,-2)) e B=(3,2),(2,2)), sendo 

va =(4,3). 

10) Sejam B= (1,0). (0,1), Bj = ((1,1),(-1,0)), B;= ((-1,1), (2,-3)) e 


11) 


12) 


Ba = ((2, 1), (-5, -1)) , bases do RR? 


a) Determinar as matrizes-mudança de base: 


B 


RE [1] o Lipo Ho, e [g) 


b) Determinar o vetor — coordenada de v = (-3, 4) em relação às bases B, B,, B, e Ba. 


Sabendo que: 
1º 4 
[4 = e B=((3,5), (1,2), 
4 ll 


determinar a base A. 


Sabendo que: 
a -1º 6 
[= e A=((1,3),(2,-4)+, 
-11 8 


determinar a base B, 


13) 


14) 


15) 


16) 


17) 
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A base B é obtida da base canônica A do IR? pela rotação de rad. Calcular: 
a) [4 
b) (1, 
Consideremos as seguintes bases do R': 
A= ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) e B= ((1,0,-1),(0,1,-1),(-1,1,1)) 
a) Determinar a matriz 5. 
b) Utilizar a matriz obtida no item a) para calcular VB» sendo v Pi (1. 2,3). 


c) Determinar a matriz UM 


Se 
0 | O 
q A 
Das[1 1.0 
| l Í 
determinar [v],, sabendo que: 
3 
[vg = |-2 
nu 
Mostrar que para qualquer base A de um espaço vetorial, a matriz-mudança de base 


[A é a matriz identidade. 


Em relação aos operadores dados, determinar primeiramente a matrizde T nabase À e,a 
seguir, utilizar a relação entre matrizes semelhantes para calcular a matriz de T na 
base B. 
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18) 


19) 


20) 


a) TER* — IRº, T(x,y)=(x+2y,-x+y) 
A= (-1,1),(1,2)) e B=((1,-3),(0,2)) 
b) TER? — Rº, T(x,y)=(2x-3y,x+y) 
A= ((1,0),(0,1)) e B= ((3,0),(-2,-1)) 
c) TER? — Rº, T(x,y)=(7x-4y,-4x +y) 
A é a base canônica e B= ((-2,1),(1,2)) 
d) TERº — Rº, T(x,y,27)=(x-2y-22,y,2y + 32) 


A é canônica e B= ((0,1,-1),(1,0,0),(-1,0,1)) 


Seja T:IRº —> IR? um operador linear. Consideremos as bases A canônica e 
B= ((4,1),(-11,-3)J. Sabendo que 





determinar [T],, utilizando a relação entre matrizes semelhantes. 

Seja o operador linear T;Rº* — Rº, T(x,y)=(x+ty,x-y). 

a) Determinar [T],, sendo B= ((1,2),(0,-1)). 

b) Utilizar a matriz encontrada em a) para calcular T(v)o, sabendo que v=(4,2). 


Encontrar três matrizes semelhantes à matriz: 
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21) Quais dos seguintes operadores são ortogonais? 


22) 


23) 


Ê | 1 1 1 
d T;: Rº TE: R*, T X, =|(— a ——— = q op — 
) GC) (5X- EX! AD) 
b) TERÉ — Rº, T(x,y)=(-y, -x) 
co) TER* —> Rº, T(x,y)=(xty,x-y) 


Dentre os seguintes operadores lineares, verificar quais são ortogonais: 


a) TERº — Rº, T(x,y,2z)=(2,x,-y) 
b) TER* — IRº, T(x,y,2)=(x,y,27) 
o) TERº — Rº, T(x,y,2)=(x,0,0) 
d) TERº* — Rº, T(x,y,2z)= (x, ycos 0 + zsen 6, -ysen 0 + zcos 6) 


Verificar quais das seguintes matrizes são ortogonais e, dentre estas, determinar as que 
representam rotações: 


a) |3 Alo d|j3 4 | E À 
5 5 5 5 45 V5 
A 3 E Ea SD 7 
$ 5 5 5 5 5 
o [1 3 9d li 0 q f) 2 
vio 10 3 
4 1 0 
o: DR E 
v1o v10 E 1 0 3 
2 





24) 


25) 


26) 


27) 


5.7.1 


1) 





É, ] 
a) YE) 
22 


Mostrar que se A e B são matrizes ortogonais, então AB também é ortogonal. 


-sen 8 


cos 6 


Mostrar, por meio da multiplicação de matrizes, que uma rotação de 30º seguida de uma 


rotação de 60º resulta em uma rotação de 90º. 


Determinar a e b para que os seguintes operadores no IRº sejam simétricos: 


a) TERº — Rº, T(x,y,z)=(3x-2y,ax +y -3z, by + 2) 


b) T:R' — Rº, T(x,y,z)=(x+2z,ax+4y +bz,2x-3y+2z) 


Respostas de Problemas Propostos 


) TU (e y)=(x+2y,5x+59) 
b) T! (x,y)=(-3x - 2y,-2x - y) 


c) T não é inversível. 





2) 


3) 


4) 


5) 


6) 


8) 
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d) T! (x,y) = (xt y,-2x >y) 

e) Tº! (x,y) = (x, -y) 

9 T (x,y, D=(x-ytz,3y-2,2y-2) 
g) T' (x,y, 2)=(2x-y +22z,-x ty -2,2) 
h) To (x,y,27)=(x,y-2,x-)) 

|) T não é inversível. 


O E 
DT Oy, D)=(5xt5925X-59) 


b)T! (x,y,z)=(xt2z,2x-y +2z,-2) 


c) v=(2,7,0) 
v=(z,3-2z, 2), z E R 


T! (x,y,z)=(-yt2z,-2x-4y+72,x+2y - 32) 


DT! G=(72 By AB rei) 


a) T(x,y)=(2x -y,x ty) 


b) TU (x, y)=(5+5 A+) 


dE É 

3)  |8 3 
má = 

E, 
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e) 2 3 
mê =|" 
| 5 -8 
9) a) 4 3 
E 
5 -4 


e) 8 6 
5 5 
2 8 
“4 T5 
lI0) a) | 
Em | 4 A O 1 
Oo = bm 
1 0 é 1 
= E a ao 
Do LM 
1 -3 da] al 


; -8 17 | 
383 
ng | 


b) Ya E (-3, 4), 'B, =(4,7), v 


fem 


B, 2 Ucl), vas = (3.3) 


11) A=((1,3),(1,-2)) 
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12) B=1(3,-2),(2, 1)) 


13) a) 13 


; 
.N3 A 
e 2 

b) Ao N3 

E e 
PER 
[E 2 


l4) a) 2 ] l 


b) vp =(7,-4,6) 


c) e O -1 

O | l 

-] -] ] 
15) s 
3 
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17) a) 


18) 


19) 


21) 


22) 


23) 
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TIA + 


b) 2 -3 0) 5 
[II = = E 
º dá dl Dos 3] 
c) ? 
7 -4 9 O 
[7] = | [Tp o | | 
4 1 | Ô -] 





d) 2 2 1 0 0 
[T] = Lo O [ITp=|0 1/0 
2 3; o 0 3 
[1-3 
[TJA = 
o 
a) 
3 
[Ty & 
Po Ir as 


b) T(v)p = (6, 10) 
São ortogonais a) e b) 
São ortogonais a), b) e d) 


São ortogonais: a), c), d), f), £), h), i) 
São rotações: a), d), f), h), i) 
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2 | 
A c£ 
45 5 
1 2 2 
b) | 3 3 3 
em 
o 3 3 
Zoe 
3 3 3 


”) à) g=2 e b=03 


b) a=0 e b=03 


Do CAPÍTULO 








VETORES PRÓPRIOS 
E 
VALORES PRÓPRIOS 


6.1 VETOR PRÓPRIO E VALOR PRÓPRIO DE UM OPERADOR LINEAR 


Seja TV —+>Y um operador linear. Um vetor vE V, vHO, é vetor próprio de 
operador T seexiste AE IR tal que 


T(v)=Av 


O número real A tal que Ttv)=Av é denominado palor próprio de T associado ac 
vetor próprio v. | 


Observações 


a) Como se vê pela definição. um vetor v O é vetor próprio se a imagem T(v) for um 
múltiplo escalar de v. No IR* e no Rº diríamosque v e T(v) têm a mesma direção. Assim, 
dependendo do valor de À, o operador T dilata v. contrai v, inverte o sentido de v ou O 
anula no caso de A = 0, 


Na Figura 6.la, o vetor vG IRº é um vetor próprio de um operador T que dilata v. 
porque A>1. A Figura 6.1b mostra um vetor v que ndo é vetor próprio de um operador T, 


b) Os vetores próprios são também denominados vetores característicos ou autovetores. 


c) Os valores próprios são também denominados valores característicos ou autovalores. 
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Figura 6.11 Figura 6.1b 


Exemplos 

1) Ovetor v=(5,2) é vetor próprio do operador linea 
TR — Rº, Tíx,y)=(4x+5y,2x+y) 
associado ao valor própno A=6, pois: 


T(v)=T(5,2)=(30,12)=6(5,2)= 6y 


Jáovetor v=(2,1) não é vetor próprio deste operador T, pois: 
TO, D=(13,5)HA(2,1) 


mara todo AE IR, 


2) Na simetria definida no IRº* por T(v)= -v, qualquer vetor v = O é vetor próprio associado 
ao valor próprio A=-l. 


Qbservação 


Tendo em vista aplicações em questões de Geometria Analítica, serão estudados, neste 
“Capítulo, somente vetores próprios e valores próprios de operadores lineares em IR* cem Rº. 
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6.2 DETERMINAÇÃO DOS VALORES PRÓPRIOS E DOS 
VETORES PRÓPRIOS 


1) Determinação dos valores próprios 


Seja o operador linear T:Rº — Rº, cuja matriz canônica é: 


A =| as das da3 
dal dap daa 
isto é, A= [TJ]. 


de v E À são, respectivamente, vetor próprio e o correspondente valor próprio do opera- 
dor T, tem-se: 


A.v=Av (v é matrizcoluna 3 x 1) 


ou; 
Av-Av=0 
Tendo em vista que v = Iv (1 é a matriz-identidade), pode-se escrever: 
Av - Alv=0 
ou: 
(A-Alv=O (6.24) 
Para que esse sistema RNP admita soluções não-nuilas, isto é: 
á O 
V = Y = (0 
Ê Õ 
deve-se ter: 


det (A -AD=0 
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Ou, 
dl diz dia Ã Ú Ú 
det da] É 32 d43 - Q h Ê = 0 
dal d32 d33 Ú Õ À 
ou, ainda: 
d11 À dijz dia 
det | 54 d42 À d23 = 0 (6.2b) 
dai d 32 das -À 


| A equação det(A - AT) = O é denominada equação característica do operador T ou da ma- 
Tiz À, e suas raízes são os valores próprios do operador T ou da matriz A. O determinante 


diet (A - AI) é um polinômio em À denominado polinômio característico. 


2) Determinação dos vetores próprios. 


A substituição de A pelos seus valores no sistema homogêneo de equações lineares 6,2a 
permite determinar Os vetores próprios associados. 
6.2.1 Problemas Resolvidos 

1) Determinar os valores próprios e os vetores próprios do operador linear 


T:Rº* > Rº, Tíx,v,z)=(3x-y+tz,;-x+5y-z,x-y +32) 


>2!ucão 


[ A matriz canônica do operador T é: 
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A equação característica do operador T é: 


dedo af 1 
det(A-AD=| 1 0 5-A 1 1=0 
j Bah 


isto é, desenvolvendo o determinante pela I& linha e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


5-A =| -1 =] -1 0 5-A 
(3 -A) -(-1) + = 
-| 3-À | 1 3-A l -| 


(3-M (IS -BA+HAS -D+HI(-I+HA+D+HI(I-5+)=D 
45 -24h+3Nº -3-1I5A+FBA NI HA-I+HA+rI+L-S+A=0 


Nº 4 114º -36h+36=0 
ou: 


MR - 11h +36h-36=0 


As soluções inteiras, caso existam, são divisoras do termo independente -36. Com as 
devidas substituições na equação acima, constata-se que A=2 é uma delas. Consegiientemente. 
A-2 é um fator do polinômio característico A” - IIX? + 36A - 36. Se dividirmos esse 
polinômio por À - 2, a equação poderá ser apresentada como: 


(A -2)(A* -9A + 18)=0 
:, portanto, as demais raizes são soluções da equação: 
A* -9h+18=0 


Logo, os vatores próprios do operador É são: 
Ai =] 
As =—3 
As = 6 
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II) O sistema homogêneo de equações lineares que permite a Ceterminação dos vetores 
próprios associados é: 


(A -ADv=Ô 
Considerando 
X 
v=|y 
z 


o sistema fica: 


3-A -] x É 
-] SA =: vi = () (6.2c) 
1 «1 3 -A z Ô 


|) Substituindo A por 2 no sistema (6.2c), obtém-se os vetores próprios associados à 


A 2: 
l -] l X O 
-] 3 +l V = É, 
| -1 l z Õ 

sto é: 


lx - ly + 12=0 
-lx + 3y - Iz=0 


lx - ly + lz=0 
O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 


L = -K 
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Assim, os vetores do tipo v, = (x,0, -x) ou v, =x(1,0,-1),x É O, são vetores próprios 
associados a A, 2. 


ii) Substituindo A por 3 no sistema (6.2c) obtém-se os vetores próprios associados a 


AG =3: 
Ú -] | X Q 
-] 2 =] vil = 140 
l -] Ú Z q 
isto é: 
-y+2z=0 
-x + 2y - 2z=0 
Xx-Y = 0 


Assim, os vetores do tipo v; = (x,x,x)ou v, =x(1,1,1),x * O, são os vetores próprios 
associados a À; = 3. 


ij) Substituindo À por 6 no sistema (6.2c), obtém-se os vetores próprios associados a 
Ay =6: 


-3 -] l g| Ú 
-1 -1  -1 vyi=I10 
] -1 o 3 z Ú 
isto é: 
3x y+ Zz=-0 
j-X-y-2z=0 É 


H 
o 


Xx-y- 3z 
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O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 
y = -2x 


Eos NM 


Assim, os vetores do tipo va =(x,-2x,.x) ou vs =x(1,-2,1), xH0, são os vetores 
próprios associados a Ay = 6. 


2) Determinar os valores próprios e os vetores próprios da matriz 


Solução 
|) A equação característica de A é: 


4-A 5 
det(A - AI) = = Ô 


BETE Sa sê 
(4-M(1-A)-10=0 
ou: 
4-4A-AFAO -10=0 


A -5A-6=0 


As raizes dessa equação são: 
A! = 6 
As Es -] 


que são os valores próprios da matriz À. 
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IH) O sistema homogêneo de equações lineares que permite a determinação dos vetores 


próprios associados é: 


(A -ADv=O0 
Considerando: 
x 
= 
Y 


- (6.2d) 


|) Substituindo À por 6 no sistema (62d), obtém-se os vetores próprios associados ao 


valor próprio A, 6: 


=) 5 x 0) 
do -5 V Ú 
isto é: 
-lx + 5Sy = 0 
2x - 5y = O 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 
= 
es 


| 2, po 
Assim, 08 vetores dO tipo v; (xx) OU VI =x(Io. x*0, ou, ainda, vy =x (5,2) 
são vetores próprios associados ao valor próprio À, = 6. 
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ii) Substituindo À por -1 no sistema (6.2d), obtém-se os vetores próprios associados ao 
valor próprio A, = -I: 


k] 5 X Ó 

po 2 Y É O 
Isto é: 

5x +tSy= 0 

ix + 2y = O 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 


y = 


Assim, os vetores v, = (x, -x) =x(1,-1),x & O, são os vetores próprios associados ao valor 
próprio A, = -l. 


3) Determinar os valores próprios e os vetores próprios da matriz 


[) À equação caracteristica de A é: 


-16-àA 0 
det (A - AI) = = 
-16 B-A 


isto é: 


(-16-N(8-A)+160=0 
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fas ei 
ou: 
-128+ 16A-8A+Aº + 160=0 
A + 8A+32=0 
As raízes dessa equação são: 


E 818º -4x32 





A q 
E -8+v64- 128 
o 2 
1 = +“s + &i 
2 
Ai =-4 +4i 
da =ufedi 


É, POr conseguinte, a matriz À não possui valores próprios nem vetores próprios, 


Observação 


Se na definição de valor próprio de um operador linear T se admitisse À qualquer, real 
ou complexo, poder-se-ia dizer que a matriz A possui valores próprios complexos e, em 
conseqliência, vetores próprios de componentes complexas. Neste texto consideraremos apenas 


valores próprios reais. 


6.3 PROPRIEDADES DOS VETORES PRÓPRIOS 
E VALORES PRÓPRIOS 


D Se v é vetor próprio associado ao valor próprio A de um operador tinear Tb 
vetor av, para qualquer real «x 0, é também vetor próprio de T associado ao mesmo À. 


De fato: 


T(v)= Ay 
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Oi RD ee ——e e ee ei ir 1; 


T(av)i=aT(v)=a(Av) 
ou: 
T(avi=Atav) 


O que prova que o vetor av é vetor próprio associado ao valor próprio À, 


Aliás, os problemas resolvidos 1 e 2 servem para ilustrar essa propriedade. 


Observação 


Tendo em vista que «v é vetor próprio associado ao valor próprio A, fazendo 


pode-se obter sempre um vetor próprio unitário associado ao valor próprio À. 
I) Se À é um valor próprio de um operador linear T:V —>Y, o conjunto 5, de 


todos os vetores vE V, inclusive o vetor nulo, associados ao valor próprio A, é um subespaço 
vetoraide V. 


De fato, se v,.%, E Ho 
Tí(vi a Va) = Tívi) + Tív,)= Av + AV a = Aly EE Vo) 
e, portanto, v, tv, € ds. 


Analogamente, se verificaque ave S, paratodo q E IK, 


OQ subespaço 


Sy— (VE ViTiv)=Av) 


é denominado subespeço associado do valor próprio A ou espaço característico de T 
correspondente a À ou auto-espaço associado a À. 
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Por exemplo, no problema resolvido nº 2 vimos que ao valor próprio A= 6 correspondem 
os vetores próprios do tipo v =x(5,2). Assim, o auto-espaço associado à 6 é: 


S = (x(5,2)xE RJ = [(5,2)] 


que represerta uma reta que passa pela origem. 





HI) Matrizes semelhantes têm o mesmo polinômio característico e, por isso, os mesmos 


valores próprios. 

De fato: 

Sejam TV —Y um operador linear e A e B bases de V, Sabe-se que a relação 
entre matrizes semelhantes é [T]p = M” [TJ]A M, sendo M a matriz-mudança de base de B 
para À. Então: 

det([TH - Al) = det(M' ET] AM -AI)= det(M* [T] AM - AM! IM) 


det ([T]  - AI) = det(M"* ([T] | -ADM)=detM-! det([Ti, - AMdet M 


det([T]p - Al)= det M-! de: M det([T] , - M)= det(M-! M) der([T], - AI) 


det ([T] p <M)= de:([T], -A) 
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6.4 DIAGONALIZAÇÃO DE OPERADORES 

Sabe-se que, dado um operador linear T:V — V, a cada base B de V corresponde uma 
matriz [T] p que representa T na base B. Nosso propósito é obter uma base do espaço de 
modo que a matriz de T nessa base seja a mais simples representante de |. Veremos que essa 
matriz é uma matriz diagonal. 


6.4.1 Propriedade 


Vetores próprios associados a valores próprios distintos de um operador T.V —» V são 
linearmente independentes. 


Faremos a demonstração para o caso de A; e A, distintos. À prova para O caso de n 
valores próprios distintos é análopa. 


Sejam T(vi)=Av,; é T(vo)=Avo, com À É à. 


Consideremos a igualdade: 
avi tava = O (1) 
Pela tinearidade de T, tem-se: 
ayT(vi)tazT(v;)=0 
Qu: 
avi taçÃov; = O | (2) 
Multiplicando ambos os membros da igualdade de (1) por A,, vem: 
a,Ayvs + agAyvo =O (3) 
Subtraindo (3) de (2): 
aa(Ão A )vz = O 
Mas: 


ha - Ay =) e vo ca É, 
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loga: 
a, = À) 
Substituindo a, por seu valor em (1), tendo em vista que v, £O, vem: 
a = 0 
Logo, o conjunto (vivo + é EI 
Coroiário 


Sempre que tivermos um operador T:IR* —> RR“ com A, £A,, o conjunto (vv |, 
formado pelos vetores próprios associados, será uma base do Rº. Este fato vale em geral, isto é, 
se [iv —>Y é linear, dimV=n e T pessui n valores próprios distintos, O conjunto 
[vis vasco Yh +, formado pelos correspondentes vetores próprios, é uma base de V. 

Exemplo 
Seja O operador linear 


T:R* —— Rº, Tíx,y)=(-3x-5y,2y) 


À matriz canônica de T é: 


A equação característica de T é: 


3-1 0.5 
det (A - AI) = -=1 
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Qu, 
(-3-AHM2 -M)=0 
NX +A-6=0 


e. portanto, Ah =2 e A =-3 são os valores próprios de T. Como À, É À,. Os correspondentes 
vetores próprios formam uma base de R*. 


Calculando os vetores próprios por meio do sistema homogêneo 


obteremos: 


& para A, =2 osvetores Vi =x(1.-1); 


e para À, =-3 osvetores vo = x(-1,0). 
Logo, o conjunto 
((1,-1),(-1,0)) 


é uma base de RB”. 


Por outro lado, sempre que tivermos uma base de um espaço formada por vetores próprios 
e conhecermos os valores próprios associados, poderemos determinar o respectivo operador nesse 
espaço. É o que faremos no próximo problema. 


B.4.2 Prablema Resolvido 


4) Os valores próprios de um operador linear T'Rº'— Rº* são À =2 e À =-3, sendo 


vi = (1,-l) e va = (-1,0)0s respectivos vetores associados. Determinar T (x,y). 


Solução 


Expressemos, inicialmente. (x,y) em relação à base (O -D,(-1,0):: 


(x,y)=a(l,-1)+b(-1,0) 
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Qu; 
a -b=ãax 
-a =y 
donde: 
a=-Y e b=x-y 
Logo: 
Do) = 0-1) + (=x y)(-1,0) 
Apticando o operador T, vem: 
EO, y)=yTO,-D+(x )T(-1,0) 
mas: 
T,-D=2(1,-0D)=(2,-2) 
T(-l,0)=-3(-1,0)=(3,0) 
logo: 
Tx, y)=-y(2,-2) + (-x-y)(3,0) 
ou: 
Tx, y)=(-3x - Sy, 2y) 
Observação 


Chamando de P à base acima, isto é: 


P=[(1,-1),(-1,0)) 
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e observando que: 
TO, -D)=2(1,-1)=2(1,-1)+0(-1,0) 
T(-1,0)=-3(-1,0)=001,-1)- 3(-1,0) 
concluímos que a matriz 


(Jp = 
O  -3 


representa o operador T na base dos vetores próprios e é uma matriz diagonal cujos elementos 
da diagonal principal são À, e As. 
6.4.3 Propriedade 

Consideremos um operador linear T em IR” que admite valores próprios Aj,Ão € Às 


distintos, associados a vi,Y> é Y3, respectivamente, O corolário da propriedade anterior nos 
' E 3 
assegura que o conjunto P= [vj,.v>2,.Va ) é uma base do Rº., 


Tendo em vista que 
T(vi)=A vs = Ava t Ovo + Oya 
Tívo)=Aov, = Ovi, + Ava +tOvs 
T(va)=Asgva = Ovi +Ova + Ag Ya: 
o» operador T é representado na base P dos vetores próprios pela matriz diagonal: 
Ai O Q 


[Tp — Ú Aa () =D 
Q Õ Aa 


zonstituída de valores próprios na diagonal principal. 
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sendo A a matriz canônica do operador T, istoé, IT]J=A, asmatrizes A e D são 
semelhantes por representarem o mesmo operador T em bases diferentes. Logo, a relação entre 
matrizes semelhantes (5,4) permite escrever: 


D=M!AM 


sendo M a matriz-mudança de base P para a canônica C= [e,,e,,e; +, onde e; =(1,0,0). 
e, =(0,1,0) e e, =(0,0,1). 


Como: 
= P SF Ri TEA 
Mo P=["" P=P 
a relação anterior escreve-se : 
D=P-!AP (6.4.3) 


sendo P a matriz cujas colunas são os vetores próprios do operador T (estamos designando 
por P tanto a base dos vetores próprios quanto a matriz acima descrita: no contexto identifica-se 
quando é uma e quando é outra). 


A relação (6.4.3) motiva a definição a seguir: 


A matriz quadrada A é diagonalizável se existe uma matriz inversivel P tal que P!AP 


seja diagonal 
Lhz-se, nesse caso, que à matriz P diagonaliza A, OU que P é q matriz diagonalizadora. 


A definição acima pode ser expressa de modo equivalente: Um operador linear TV — YV 
é diagonaliziúvel se existe uma base de V formada por vetores próprios de T. 


0.4.4 Problemas Resolvidos 


5) Determinar uma matriz P que diaponaliza: 


e calcular P-!AP. 
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Solução 


No problema resolvido de número 1 já calculamos os valores próprios e os vetores próprios 
de A eencontramos Ap =2e vw =(1,0,-1), A =-3ew=(1,1,1),A=6€ va =(1,-2,1). 


Como os A; são distintos, o conjunto P= (vy,,va,va ) forma base do Rº e, portanto, 
a matriz 


diagonaliza A. 


Calculemos: 
Í | 
3 O E 3 -l ] 1 1 1 
PIAP = |1 1/24 
3 41 |- 5 =] Õ | o =2 
DE qeidite qulos 
E 3 6 1 —] 3 -1 ] 1 
1 1 
3 Õ “a 2 3 Õ 
P-IAP = dd l i 
3 3 E Ô é RR 
l | l 
a pj*o OS 
2 Õ Q 
P'AP = j 3 Ol = D 
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6) Seja TR — IRº um operador linear dado por: 


T(x,v)= (dx + 5y, 2x +y) 


Encontrar uma base de IR” em relação à quai a matriz de T é diagonai. 


Solução 


A matriz canônica do operador T é: 


Ed 
red 


Pelo problema resolvido de número 2, os valores próprios são A, =6 e A=-1,€eo: 
=x(5,2)) e vs =x(b,-1). 


respectivos vetores próprios são Y; 
A base em relação à qual a matriz de T é diagonal é P=[(5,2), (1,-1)|, base dos 


vetores próprios. 


Por conseguinte, a matriz: 


| l 
* Wllá lis q 6 O 
P-IAP Es -— =D 
2 sljz adjzos 0 
f 
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Observação 


se na matriz P trocarmos a ordem dos vetores-coluna, isto é, tomarmos 


7) Determinar uma matriz P que diagonaliza 


p) l J 
A=|0 À -] 
Q Ê; d 


Solução 


1) A equação característica de À é: 


det(A-AI) = 0 A dl = 
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isto é, desenvolvendo o determinante pela là linha e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


(2-A) -1 + O = l 


(2-M [KI-A(4-A)+2;-0+0=0 


(D-N(I- SATAN +A+D=O- ANN -SA+ 6)=(2-0)02-13-A)=0 
e daí: 


AS? ê As =3 


(o número 2 é uma raiz dupla da equação). 


H) Calculando os vetores próprios por meio do sistema homogêneo: 


2 | O X Ê 

) I-h +] vi =|0 

Ê 2  4-À z Ú 
obteremos: 


é para À =2 umsó vetor próprio LI, v, =(1,0,0): 


e para À; =3 um só vetor próprio LI, v, =(1,1,-2). 


HI) Como só existem dois vetores LI de Rº, não existe uma base P constituída de 
vetores próprios. Logo, a matriz A não é diggonalizável. 


Observação 


O problema resolvido número 9 mostrará um exemplo de matriz A que também, como 


esta, só possui dais valores próprios, porém, em correspondência, existe uma base P de vetores 
próprios e, consequentemente, À é diagonalizável. 


Passaremos a estudar um caso particular muito importante de diagonalização. 
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6.5 DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES SIMÉTRICAS 


6.5.1 Propriedades 
1) À equação característica de uma matriz simétrica tem apenas raízes reais. 


Faremos apenas a demonstração para o caso de uma matriz simétrica A de ordem 2. 


De fato: seja a matriz 


A equação característica de A é: 
poA 
det (A - AL) = = 0 


sto é: 
(p-A)(g-A)-1" =0 
BB 
pq-Ap-Ag+A*-1"=0 
NR -(ptqgA+(pq-r)=0 
O discriminante dessa equação do 2º grau em À é: 
(pta” -4(pg-r')=p"+2pg+g” -4pqt4r =(p-g)+ 4 


Tendo em vista que esse discriminante é uma soma de quadrados (não-negativa), as raízes 
ia equação caracteristica são reais e, por conseguinte, a matriz A possui dois valores próprios. 


1) Se TiV—— V é um operador linear simétrico com valores próprios distintos, entdo 


:s petores próprios são ortogonais. 
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De fato: 


Sejam A e A, dois valores próprios do operador simétrico T e A; *A,. Sejam aind: 
Tívi)=Açv e Tivo)=Asvo. Pretendemos mostrar que 


V1.v, = O 
Sendo T um operador simétrico, pela propriedade 5.6.1, vem: 


Tív, | Va — Vy SE | 


ou: 

Avi Vo = Vi. AgVa 
Ou: 

Alva Vab-AgÃvo Va )= 0 
ou, ainda: 


(As —Ashtvi 44 )=0 


Mas, 


Ai - A É O implica v,.v,=0, ou seja: 


Vi À Va 


[ly Em 6.4.5 vimos que uma matriz A é diagonalizada pela matriz P dos vetores próprios 


através de: 
D=P-'AP (6.5.1 


No caso particular de A ser simétrica, pela propriedade anterior, P será base ortogonal. 
Tendo em vista futuras aplicações, é conveniente que P, além de ortogonal, seja ortonormal. 


o que se obtém normalizando cada vetor. 


VFerores próprios e valores próprios 301 





Assim, de acordo com a propriedade V de 5.5.1, os vetores próprios ortonormais de P 
formarão uma matriz ortogonal e, pela propriedade I de 5.5.1, temse Pl =Pf, Portanto a 


relação (6.5.1) fica: 
D=PÍAP 


e, nesse caso, diz-se que P diggonaliza A ortogonalmente. 


6.5.2 Problemas Resolvidos 


8) Determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza a matriz simétrica: 


il =) Q 
A = 6 = 
Ú “Z 5 


Solução 
|) A equação característica de A é: 
7-1 2/0 


det(A-AD =| -2 6.1 í2Z]=0 
O -2 5S-àÀ 


sto é, desenvolvendo o determinante pela lã linha e observando a alternância dos sinais que 


orecedem os produtos, vem: 


Bis od O Oii 


fed] 4-2) + 0 = 0 
ado Shah O 5-A O 2 


(7 -A [X6-A)(S-A)-4] +2 [-2(5-1)+0] +0=0 


(7 -A(6-A(S -A)-28+4A-4(5-A)=0 


(7 -A(6O -AJ(S -A)-28+4Ã-20+4A=0 
(7-M(6-AM5-1)-48+81=0 
(7-N(6-N(S -N)-8(6-1)=0 

(O -AJUT-AMS - A)-8] = 0 
(6-AJ(3S- I2A+A2 -8)=0 

(6 -N(N -I2A+2N=0 
(6-NA-BA-HD=0 


Às raizes dessa equação são A, = 3,A,= 6 e À; =9 e, por conseguinte, são valores pré- 
prios da matriz A. 


II) O sistema homogêneo de equações lineares que permite a determinação dos vetores 


próprios associados é: 
(A-ADv=O 


Considerando 


TÃO 3 1) x Ê 
-2 6-A q v|=I|0 (6,5 2a 
O -20 5-&À z É 
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Q 
-2 3. 2 vil=t0 
Ó 


sto é: 


dx - 2y + Dz = O 
-2X + 39y - 22 = O 
Ox - 2y + 2z = O 


Q sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 
v= 2x 
L= êk 


Assim, os vetores v, = (x, 2x, 2x) = x(1, 2, 2) são os vetores próprios associados ao 
valor próprio A, = 3. Fazendo: | 


] | 


V1+2242) 3 


obtém-se o vetor próprio unitário u, = od) associado a À =3. 
ii) Substituindo À por 6 no sistema (6.5.2a), obtém-se os vetores próprios associados a 
LE = 6: 
] = O X O 
-2 O 2 vY/=1|U 
Õ -2 z Ê 
sto é: 
lx - 2y = Q 
-2X - 22 = O 


Pal 
] 
o 


- &Y - 
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O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 


| l js ss 
Assim, OS vetores v, = (X,5 X, =X) =x (1, -1) são os vetores próprios associados ao vale: 
próprio A, = 6. Fazendo 





X a == | = ES 
/ ga 503 
+ > + — 
á | 4 
ae Eda É 
obtém-se o vetor próprio unitário u, = 3573) associado a A, = 6. 


ii) Substituindo A por 9 no sistema (6.5.2a), obtém-se os vetores próprios associade: 
a As 6 


-.. = Ê X Q 
203 /í2 “= us 
U -2 4 Z O) 
A 
istO é: 
2x - 2y =0 
-2x - 3y - Jr = 0 
- dy —- dz = O 


O sistema adrnite uma infinidade de soluções próprias: 


| | | A ie | 
Assim, OS VElOres va = (X, o &) =xt(l,-1 =) são os vetores próprios associados ao valor 
próprio A; =9, 
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Fazendo 





associado a Ay = 9. 


obtém-se 0 vetor próprio unitário Us = (5 , o) 


[I) A matriz P, cujas colunas são as componentes dos vetores próprios unitários u,,uU, € 
Wa associados aos valores próprios A1,A; € Aa é ortogonal: 


1 2 ê 
3 3 3 
us 2 l RR 
e 3 3 3 
E uião É 
3 3 3 
t f f 
Ui Us ta 
De fato: 


me d4.8 
ED Geth 
Uj a (+ 
nm 558.8-Ehedifsdoo 


di dd Add a 
dep agr a da 5 


3206 Álgebra linear 





A matriz P é a matriz diaponalizadora, De fato: 


D=P-' AP=P' AP 





isto é: 

| E E 1 É É 
& a g/l% Di la 3/3 
2 4/3 > | 2 

E E O a E 
2.4 4 2 2 ] 
e E DR ri 
Lo Mo 
2 = gpjt 4 

E o á 

be io 2 2 -6 
Ea É 
E dE: 3 2 -4 q 
3 0 q 

D= |0 6 q 
O O GQ 


9) Seja o operador linear simétrico T:R* —— IR? definido pela matriz: 


| O 5 
A=|0 0 0 
E. O 4 


Determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza A. 
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dt ui VE Sep So ni ai O a 
Solução 


[) A equação caracteristica de A é: 


bed O 2 
det(A-AD = | O -* lo 


isto é, desenvolvendo o determinante pela là linha e observando a aiternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


-À O Ê O) () - À 
(ed E + (2) -0 
O 4-A -2 4-A =. () 
(LAMA) (4 -AP-0-2(-2A)=0 
(L-A)(-A(4 -A)+ 4A=0 
ou: 


NAASR=SO AS -A-O 


As raízes dessa última equação são A, = 0, À =D e A; = 5 e. por conseguinte, são va- 
lores próprios do operador linear simétrico T. 


Il) O sistema homogéneo de equações lineares que permite a determinação dos vetores 
próprios associados é: 


(A-ADv=0 

Considerando 
«| 

v=| y 
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o sistema fica: 


Rseih O -2 X Õ 
, A : val = (6.5.2b 
=) O 4-À Z Ê 


i) Substitundo À por O no sistema (6.5.2b), obtém-se os vetores próprios associados a 
My =) e Aa =: 


l O 2 X O 
O O ( Y — O 
=) Ê 4 Z É 
isto é: 
Xe ZE =) 
-2x + dz = 0 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 


2=55 e Y qualquer 


E 
Assim, OS vetores v=(X, Y,3 X) são os vetores próprios associadosa A =0 e A-0 


Fazendo x=2 e y=0, por exemplo. obtém-se um vetor v, = (2,0, 1): fazendo x=0 
e vy=1. por exemplo, obtém-se outro vetor w, = (0, 1,0) Os vetores próprios v, € va, 
linearmente independentes, são associados ao mesmo valor próprio A = 0. 


Us vetores próprios unitários, associadosa A, =0 e À, = 0. são: 


l 2 1. 
Ep. E É = ns. 
“ Ml as" as 
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ii) Substituindo A por 5 no sistema 6.5.2b, obtém-se os vetores próprios associados 


a Ag=5: 


Ee! O os? X Ê 
O 5 O vi = |0 
Es! Ô -] Z Q 
isto é: 
AX - 22 =0 
-5Y = 0 
-2X - 2=0 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 
= - 4X 
y=0 
Assim, os vetores va =(x,0,-2x)=x(1,0, -2) são os vetores próprios associados a Aa 5. 


Fazendo 


a Loção 


l 
CATA EA qo 


l os 
obtém-se o vetor próprio unitário us; =(—=,0, -—) associado a Às = 5. 
e 


HI) A matriz P, cujas colunas são as componentes dos vetores próprios unitários 


U,,U, e us, associados aos valores próprios As. Ao € Às, é ortogonal: 


o 
+ 


| ni 


* + Gl o jo 
“ Cla a 


[e 
pá 
= 
LE +] 
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De fato: 
Uj .U, =U5.4U,4=U5 .UG=| 
Uj «44 =Uy 83 = 02, 05=0 


IV) A matriz P é a matriz diagonalizadora. 


De fato: 


D=P-! AP=P'AP 





ê Í 
“- oa ] D 9 
5 J5 
D= | 0 E q 0 0 0 
E + 
vo JS 2" 0 4 
= E , À 
45 í 45 ” o 
D= | 0 l O O 0 q 
1 2 10 
= qu O. 
J5 Ea O Ê E 


ur 
II 
2 DD = DR 
o oo 
A SO oO 
Vi 


10) Seja o operador linear simétrico T'IR? — Rº definido pela matriz 
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Determinar a matriz ortogonal P que diagonaliza A. 


Solução 


[) A equação característica de A é: 


nto é: 


(4-M(-3-N)- 144=0 


ou: 
12-4A+3h+Aº - 144=0 
Nº -A-156=0 
As raizes dessa equação são: 
Aj=-12 
As = 13 
e, por conseguinte, A =-12 e À; =13 são os valores próprios do operador linear 1. 


Hj O sistema homogêneo de equações lineares que permite a determinação dos vetores 


próprios associados é: 


(A-ADv-O. 

Considerando 
X 

yr E 


alo Aigebra finegr 


o sistema fica: 


|) Substituindo A por -12 no sistema (6.5.2c). obtém-se os vetores próprios associac = 


q Meu: 
l6 AZl|x Ê 
1? 91 |y , Q 
isto é: 


l6x + I2y = O 
[2% Tt Oya 4 

O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 
a.” 

nes 


| 4 4 
Assim, Os vetores vw =(xX, -au)s xl, ca são os vetores próprios associados a À, =-1º 


Fazendo: 


ssa 4 | EM 
obtém-se o vetor próprio unitário uU, = (- 2) associado ao valor próprio A, — -12, 


ii) Substituindo À por 13 no sistema (6.5.2c), obtém-se os vetores próprios associados a 


As = 13: 


-9 12 X Ê 
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isto é: 


Il 
co 


x + 12 


Il 
o 


lêx - lôy 
O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 
Ed 


3 E. 
Assim, Os vetores va = (X, 4%) =x(l. 7) são os vetores próprios associados a A, = 13. Fa- 


zendo: 


é 


Ra 
[a 
Era 


E ei 4 a. 
obtém-se o vetor próprio unitário u, = ro, associado ao valor próprio A, = 13. 


Il) A matriz P, cujas colunas são as componentes dos vetores próprios unitários u, é u5 


associados aos valores próprios A, e À,, é ortogonal: 


De fato: 
Uj .U,=uU5 UG =|] 
UJy u,=0 


A matriz P é a matriz diagonalizadora., 


De fato: 


D=P-'AP=PtAP 


JJ4 
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dlgebra linear 
3 4 4 12 3 ão 
' 5 5 E 5 
[4 Treo ola 3 
5 5 5 5 
E 4 36 Es 
n = 5 5 5 
Cad Ki 48 39 
5 á 5 5 
-12 OQ 
Lr= 
O 13 
PROBLEMAS PROPOSTOS 
Verificar, utilizando a definição, se os vetores dados são vetores próprios das correspon- 


dentes matrizes: 


ajv=(-2,1), 


blv=(1.2,2. 140 2 ] 
Ú p, k 
Pol J 


hielcimladd | * & 
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3) 


Determinar os valores próprios e os vetores próprios das seguintes transtormações lineares: 


a) T:IR* 
bj) T; IR“ 
c) T:IRÍ 
d) T'IRí 
e) T;Rº 
f) T:Rº 


2) T:Rº 


Es é 


IR“ 


E” 
Rº. 


IR* 


TC, y)=(x+2y,-x + 4y) 
Tosy)=(Qx+2y,x+ dy) 
Tix,y)=(5x-y,.X+3y) 


Tix,y) = (yv, x) 


Tix,y,zl=(xty+tz,2y+2z,2y+ 34) 


Tix.voz)=(x,-Ix-vo 2x ty +22) 


Tix,y.z)=(x+ty,y.2) 


Calcular os valores próprios e os correspondentes vetores próprios das seguintes matrizes: 


a) 

Ass 
b) 

A = 
C) 

A = 
d) 

À = 


[a E jah Th Ed 


LF 


E) 


hn) 


| 


| 
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4)  Provar as seguintes proposições: 

a) Se um operador linear [:VY —V admite A=0O como valor próprio, então T nã + 
inversível. 

b) Uma matriz A e sua transposta A! possuem os mesmos valores próprios. 

c) Os valores próprios de uma matriz triangular (ou diagonal) são os elementos da diagor. 
principal. 

4) Os vetores vi=(L,l) e vw =(2,-1) são vetores próprios de um operador lines: 
T:R* — Rº, associados a Aj=5 e A =-l, respectivamente. Determinar a Imagem 
dovetor v=(4,1) por esse operador. 

6) a) Determinar o operador linear T:Rº — R? cujos valores próprios são Aj=1: 

Aq —3 associados aos vetores próprios vw =(v,-y) é v, =(0,y), respectivament: 
b) Mesmo enunciado para A =3, A;=-2 e vi =x(1,2) v,=x(-1,0). 

7) ay Quais são os valores próprios e os vetores próprios da matriz identidade? 

b)Se Aj=4 e A =2 são valores próprios de um operador linear T:IR? — RÍ 
associados aos vetores próprios u=(2,1) e v=(-1,3), respectivamente, determina: 
Tu -v) 

c) Mostrar que se u e v são vetores próprios de uma transformação linear associados : 
Ajentão au - Bv é também vetor próprio associado ao mesmo A, 

8) Seja T:Rº —R* uma transformação linear que dobra o comprimento do veto: 
u=(2,1) e triplica o comprimento do vetor v=(1,2), sem alterar as direções nem 
inverter os sentidos. 

a) Calcular T(0, 3). 
b) Determinar Tíx,y). 
c) Qual a matriz do operador T nabase ((2,D,(1,2)!? 
9) a) Determinar as matrizes das rotações em IR? que admitem valores e vetores próprios. 


b) Determinar os valores e os vetores próprios das rotações referidas em a). 
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10) 


11) 


Seja T:V —V um operador linear não-inversivel, Os vetores não-nuios do núcleo de 
T são vetores próprios? Em caso afirmativo, determinar o valor próprio associado e, 
em caso negativo, justificar. 


Verificar se a matriz A é diagonalizável. Caso seja, determinar uma matriz P que diago- 
naliza A e calcular PT'AP, 


a) 2 4 f) 5 3 vai 
di A=|6 
3 á = 
0 0 3 
b) 9 1 
A = g) 1 oo 
4 6 
A =| 0 l [ 
c) 5 -1 O 2 3 
A = 
3 h) 3 0 0 2 
A — —5 I 4 
d) 1 2 1 
2 Ê 1 
Astol 3 j 
0 2 2 
e) l ) 0) 


Seja T:Rº* — Rº o operador linear definido por 


T(x,y)= (1x - dy, -dx ty) 
a) Determinar uma base do IR” em relação à qual a matriz do operador T é diagonai. 


b) Dar a matriz de T nessa base. 


Itá dtgenra inHegr 





13) Para cada uma das seguintes matrizes simétricas A, encontrar uma matriz ortogonal P, para 
a quai PAP seja diagonal: 


a) 2 Es d) | O | 
A = 
, : A =| O -1 O 
1 Q 1 
b) 3 -1 
A = e) ! =) -2 
=] 3 
A =|-2 l 4 
c) 3 > 2 d l 
A = 
2 5 


l4) Determinar uma matriz P que diagonaliza A ortogonalmente e calcular P-! AP, 


a) 5 3 d) 6 Ê 6 
a A=|0 2 0 
3 $ 
6 0 ] 
b) O 0 2 
e) PE si 


pi 
1) 
I 
| 
bos 
ferido 


p: y Ó 
-1 | á 
c) 3 2] l 
A = EI 5 -1 
| -| 3 


6.6.1 Respostas de Problemas Propostos 
1) a) sim b) sim <c) não 


2) a) =3 wm=(yoy) Ao =2, va=02y,%) 
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RAP VOO te 
blM=l, m=y(-2,1) A 4 vo=x(l, 1d) 
o) A A,=4, v=x61,1) 
d) Não existem. 
JAM =1, v=(x,y,-y) Ay=4, Va = a(L. 1.2) 
M=l, w=2(3,-03,1):A4=-1, v4=240,-3,1); A =2, v3 =2(0,0,1) 


g)jh A =Aa=l, v=(x,0,7), xez não simultaneamente nulos. 


SE HEM S d VBA Ad, do vAdol) 
bjAg=1, vs=(-y.y) A=5, vo =x 3%) 
JM=l, v=(x,0-x) A =2, va=(-22,22,2) A4=3, va =(X.-2x,-X) 
dA ==], vy=x(D, 1,1); Ag=2 Voy x(1,1,0); A4=3, v3=x(1,0,0) 
ejA=1 v=(2z,2z,2), À e As imaginários 
M=2 v=(x,y,-X-27) A, =6, va =(x,X,X) 
===, v=(6,9,224+59) 
MS? m=x(L,0,1) A=-1, vo=y(0,1,0) A =-2, 73 =x(1,0,-1) 
5) (8,11) 


6) ayT(x.v)=(x,2x+3y) 


5 
b) Tlx,y)= (ox toy, 3y) 


7 ajAÃ=1, todosos vetores do espaço com exceção do vetor nulo. 
b) (26,6) 


» (IO db) TEN (Extóy cegpdi 
k cd 4 x 3 3 j 2 3 ' 
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9) a) |l À, -| Ó 
(rotação de 0ºJe (rotação de 180º) 


b)A=1 e A=-l, respectivamente; com exceção do vetor zero, todos os vetores do IR“ 
são vetores próprios. 


10) Todos os vetores do núcleo, com exceção do zero, são vetores próprios associados a A = 0. 


11) a) | 4 | e | 
P = P-L AP= 
al 3 0 5 
b) l | Io q 
P = PAP = 
|| Io 5 


d) 2 l 0 3 0 0 


f) a 1 0 0 


O o ! 0 0 3 

p) 5 A PE, 0 q 
P=|1 0 O|,PiAP=|0 0 
10 j g 0 3 


h) Não diagonalizável. 
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a) ((-2,1),(1,2)) 


12) 





= 


o ma eis «fo, aj 


e e Hm dia 


Poe E a AGE MS 
= as 


] || 
nt Em 


e) 


ma, 
a 


ES Sefmaç a) 


SE 


em 





Boo ss 5 


TESE As 
[oo mna E ge Sd 


E, Es | 1 1] 
SM Eu E Eu 





a) 


e 
bl 3 


13) 


Ea oca [oa 


LO e) 





= 


qm] 





l4) a) 





À 





e 


E ad 


hi 
fm 





a 





Eme) 


= 





aÃ 





to 


Fai 


E 


pi, 
pio 


| 
Eu 
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3I22 


P-IAP = 


PD. A 
“SS 
18 8 “E 


a o a 


c) 





=) 


——— 
Bs s 


BSS 


8 Ss 
E a 


em, 
a) 


CAPÍTULO 








FORMAS QUADRÁTICAS 


TÁ FORMA QUADRÁTICA NO PLANO 


A matriz simétrica real: 


associa ao vetor vq = (x. y)e IR* referido à base canônica 
S= ley,04 +, e =(1.0) é e, =(0,1), o polinômio 
á Er: 
axº + by + Zexy 


que é um polinômio homogêneo do 29 grau em x e y chamado forma quadrática no plano. 


Na forma matricial esse polinômio é representado por 


a e x 
t  — 
WAY g E [x Y | 


sendo a matriz simétrica A a matriz da forma quadrática. 
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Assim, a cada vetor vc corresponde um número real: 
p=ax' + by” + 2cxy 
X 
Estamos designando tanto o par (x,y) quanto a matriz simplesmente por vg- 
É fácil identificar em que contexto cada um estará sendo usado. | 
Exemplo 


A matriz simétrica real: 


define no IR* a forma quadrática 
p= dx” - 3yº + 24xy 


ou, na forma matricial 


Ao vetor vc =(1, 2), por exemplo, corresponde o número real 


p=4(1" -3CP+2M(N)MQ=4-12+48=40 


PA Redução da Forma Quadrática à Forma Canônica 
A forma quadrática no plano v. Av, pode ser expressa por: 


Ae E: As ee 
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e E e A Tre UA 


onde À, e A, são os valores próprios da matriz À, € x e y as componentes do vetor v na 


base P= (u,,U, 5, isto é, vo = (x'.w), sendo u, e u, os vetores próprios unitários associados 
d Ai ê As. 


De fato: 


Tendo em vista que a matriz P é a matriz-mudança de base de P para $, pois: 
[ç=S'P=IP=P 


e, portanto: 


podemos escrever: 
“Av =(Pv,) A(Pvp 
Qu: 
vo Av =v(p' AP)v 
Ss P Ê 


Come P diagonaliza A ortogonalmente (conforme 6.5 - propriedade II) 


À | Ê 
P'AP=D= 
0 Aa 
conclui-se que: 
t —M 
A = a by, 
Qu: 
d Ç x Ai ) Ê x 
[x y] = [xy] 
Co blly O A y 
ou, ainda: 


ax? + by? + Zexy = A x + Ay 


IZ6 dlrebra tinear 
e a 


A forma Axº +Ay* é denominada forma canônica da forma quadrática no plano ou 
também forma quadrática diagonalizada. 


Exemplo 


11 A forma quadrática: 
4x" -3y" + 24xy 


pode ser expressa por: 


De tato: 


A forma quadrática 
dx” - Iyé + 2dxy 


é definida pela matriz 


Mas os valores próprios da matriz A. conforme o problema resolvido número 10, Capítulo 
Ó.sdo Aj=-12 e À = 13. Lopo,á forma canônica da forma quadrática é: 


12x? + 193º 


[H) Por Prado lado, os vetores próprios unitários associados a Aj € A; São, respectiva- 
méente, Ly =(—.-rhe us = (=> =), 


Logo: 





Formas quadráticas 27 





Como vç =Pvp equivalea vp =P's 


LF 


E o: 
pois Pt=P pelo fato de P ser matriz amiazico mm oz2mo» calcular vp à partir de Vo. 


supondo que vç = (x yh=41.T) ver. 





5 q 
5 5 
Ny E, 
P d Ã 
Es pe Eis 
a a = 
aid 
“p 5 
, 
MO E Vps e yo ado d). 
Assam: 


dog dado do 
4017-303 + (DB ADt=li + dar 
d-Il+48=-12+50 


JO = 40 


O que na verdade acabamos de fazer fo) uma mudança de base ou uma mudança de referen- 
“al. O vetor v. que na base canônica S é vç =t1.74 nabase P dos vetores próprios unitários 
2 Np =(-1.2) Como a base canônica individualiza 0 sistema cartesiano retangular xOy ca base 
2 o sistema retangular x Oy, podemos dizer que um ponto que tem coordenadas (1, 2) em 
“lação do primeiro sistema tem coordenadas (-1.21 em relação so segundo sistema. À figura 
*a página seguinte mostra esse exemplo. 


Essa mudança de referencial corresponde a uma rotação de um ângulo & do sistema xOy 
e o sistema x Ov. A matriz responsável por essa rotação é a matriz ortogonal P. 
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Se tivermos o cuidado de dispor os vetores próprios unitários da matriz P de modo que 
det P = 1, ela sempre representará uma rotação (ver 5.5.1-[Haje a transformação de coordenadas 


que irá ocorrer no estudo das cônicas, a seguir, será Sempre uma rotação. 


t.2 CÔNICAS 


Chama-se cônica a todo conjunto de pontos M do plano cujas coordenadas x e v, em 
relação à base canônica, satisfazem à equação do 2º grau: 


ax” tby” +2cxytdxtev+tf=0 


onde a. be c não são todos nulos. 
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Observação 


As coordenadas x ey dos pontos M do plano são as componentes dos vetores v E IR 
que satistazem a equação de uma cônica (Figura * 2) 





Figura /,2 


21 Equação Reduzida de uma Cônica 


Nosso propósito é o reconhecimento e a análise da equação de uma cônica. Dividiremos 
esse trabalho em duas etapas, sendo a primeira constituída de três passos. 


Seja a equação de uma cônica: 


ax + by” + lexy + dxtevtf=0 1) 


jà Etapa: Eliminação do termo em xy 


10 Passo: Escreve-se à equação na forma matricial: 


E 
e" 


lx 3] + [del + f=0 


3 

EM 
Car 
tags! 
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(Os colchetes serão dispensados nas matrizes 1 x 1: [f/ e [0].) 


OU. 
jê s 


onde: 


2º Passo: Calculam-se os valores próprios 


U, =(Xp.X13) & 


Us =(X3,.X» | da matriz simétrica A. 


AS 


ç 


ha 


3º Passo: Suhstitui-se na equação (Da forma quadrática 


; a c 
w Ave = [x 9] 
í b 
pela forma canônica: 
As 
Fr ES 
A Dyp [x y] 
Ú 


tag 


e os vetores próprios unitário: 
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por: 


tendo o cuidado para que det P= 1, a fim de que essa transformação seja uma rotação. 


Assim, a equação (2) se transforma em: 


A O |lx x) Xnl|x 
|x y'] + [de] + £=0 
Ú Aa A XI Xog vo 
ou: 
Mx? +Ayº +px +qgy+f=0 (3) 


r E . i z : ' ! ! r . se 
que é a equação da cônica dada em (1), porém referida ao sistema x Oy. cujos eixos são 
determinados pela base P= [u,,U; +, conforme sugere a figura. 





Observemos que enquanto a equação (1) apresenta o termo misto em xy, a equação (3)€ 
-esprovida dele, Portanto, na passagem da equação (1) para (3) ocorreu uma simplificação, 
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Za Etapa: Transação de Eixos 

Conhecida a equação da cônica 

MxXCtAyO Ep +gy+f=0, (di 
para se obter à equação reduzida eletua-se uma nova mudança de coordenadas, que consiste na 
translação do último referencial x Oy para o novo, o qual chamaremos XO'Y. A análise das 
duas possibilidades é feita a seguir. 


[) Supondo A, e A, diferentes de zero, pode-se escrever; 


Ar lx* FA) + ay? y)+ f=0 


Qi. 
p p' 249 q” o 

xt x + + *toty + Caes Eu d gos 
My (x À A ax?) As(y As Y rea 4h, dh» Ú 
MO Hly + + “a = 

é E 4h, 

kazendo: 

RÉ 

dA, 4h, ii 





E qa E P 
Ri Ea 
V=v+d 

E As 


NETTO: 
Nac pen ed 


e. tinalmensa: 


Ng Rosa baião É (5) 
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A equação (5) é a equação reduzida de uma cônica de centro e, como se vê, o primeiro 
membro é a forma canônica da forma quadrática no plano. 


[) Se um dos valores próprios for igual a zero, A, =0, por exemplo, a equação (4) 








fica: 
May? +px'+ gy +f=0 
Du: 
hay? tod y)tpx +f=0 
hs, 
E A ri cod SD q 
tv + + E = 
ho ty X* ZA | px ti x U 
4 dy UR 
+ + Fe SÊ jo 
Fazendo, por meio de uma translação: 
a 
X=ExX +t—- 
p 4pã, 
ata M 
-=v + 
as 
em: 
AY +pX=0 (6) 
A equação (6) é a equação reduzida de uma cônica sem centro. 
= bservação 


Seem lugar de A, fosse A = O, a equação reduzida da cônica sem centro seria: 


AGR + qr=0 
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f.2.2 Classificação das Cônicas 
1) A equação de uma cônica de centro é: 
AX + Às Yé = Ff 


e Se A, é à forem de mesmo sinal, a cônica será do gênero elipse. 


e Se À, e A; forem de sinais contrários, a cônica será do género hipérbole 


[Ty A equação de uma cônica sem centro é: 
A Yº +pX=0 
ou: 


MX2+qgY=0 


Uma cônica representada por qualquer uma dessas equações é do gênero parábola, 


?.3 PROBLEMAS RESOLVIDOS 
|) Determinar a equação reduzida e O género da cônica representada pela equação 


2x +Iy" +IxytTVlx + 5Dy + 10=0 SE 


Solução 


De acordo com 7.2.1, dividiremos esse trabalho em duas etapas, sendo a primeira consti- 
tuida de três passos. 


lã Etapa: Eliminação do termo em xy 


12 Passo: Escrevemos a equação dada na forma matricial: 


XY] + [7/20 5/2 | + 10-=0 (21 
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20 Passo: Calculemoes os valores próprios e os vetores próprios unitários da matriz 


4 É 
Ã = 
| E 
l-A I 
det(A - Alkt= del =] 
] Deh 
isto é: 


Q-N(2-A)-1=0 


A-4A+A2-1=0 


A -4h+3=0 
ALSS 
As =1 


obteremos os vetores próprios de A. 


Para A, = 53, vem: 


= dai: 


vo = ati t) 
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E O E e q 


Para As =1, vem: 


e dai: 
V5 — À (-1 q À ) 
Portanto, os correspondentes vetores próprios unitários são: 


] 1 |] 


= “Cama 





) 








U, =( 


Si 


32 Passo: Substituímos em (2) a forma quadrática 


[x y| 


pela forma canônica 


[xy] 


É O Vetor 


ter 


por 


fe==a 





e 
Bl= 


ei 
falas 
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onde já tivemos o cuidado de dispor os vetores próprios unitários de tal modo que: 








a fim de que essa transformação de coordenadas represente uma rotação. 


Logo. a equação (2) fica: 








] ] 
) PE A a A 
32  O||x o ao 
[x 47 | + [142 542] | E 10% 220 
O I | v 
E E : 
á E 
aos 
da yr Tim ly IDOSO (3) 


“ue é à equação da cônica (1), porém referida ao sistema x Oy. cujos cixos são suportes de 
ev, (OU U, e U,), conformea ligura 7.34, 


(o) 
— o— —E — er mim 





Figura 7.3a 
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24 Etapa: Fransiação de Eixos 
Tomemos a equação (3) e façamos uma translação do sistema x Oy”. Assim: 


3x ye x - + 10-0 
gg | Ae (od SÃO 
3 PARTA «Dye lo 
3x tax + DrivO -Dy + Iy=IO+I(A+I] 


3x ey ty -1)/=3 + 
Utilizando as fórmulas de translação, façamos: 

X=x +) 

Y=y 


e, portanto. a equação (4) fica: 


3X" rYrº= 3 
DI, 
E 4 
E dn | 
E ca 


que é a equação icduzida da cônica dada em (1), porém referida ao sistema XO'Y. onde 
O(-2. 11 


Trata-se de uma elipse cujos semieixos medem 1 e «3. estando o eixo maior sobre « 
emo dos Y, conforme mostra a figura 7,3b. 











Observação 
a Em o att l : 
Fendo em vista que e, =(L.0) e u, = a e) O ângulo & correspondente à rotação 
é dado por: ds 
Cy LL | l , | ana 
cos bi= = Sa dy iso ( |= =*- 
rea Ely vo O E 
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Figura 7.3b 


| 
Por outro lado, para confirmar, e; = (0,1) e u, =4- RNA », Jogo: 
E rei — 








V 


2] 


| 


= 


Es Us = = | ; 
= e, ia a 





E 
Es 





cos = ——. 
[est us ha 
sto é! 
4 
4 im 
9=arccos q = 45º 


» Determinar a equação reduzida e o gênero da cônica representada pela equação 


LIx? - 2áxy + dy* + 20x = 40y = 20=0 


= 2iuÇção 
13 Etapa: Eliminação do termo em Xy 


IO Passo: A equação dada na forma matricial é: 


I4y 
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HI -12 ] ” 
|x »] | + 120 - 40] - 20=0 (6 
jà À ú ' 


O Passo: Os valores próprios e os vetores próprios unitários da matriz simétrica 


ll 12 
A = 
-12 4 
são 
do 3 
A = 20 a Em 
1 o My -t a a ) 
” so E 
Ay = 5, U2 = (257) 
(A verificação fica a cargo do leitor.) 
3” Fasso: Com as devidas substituições. a equação (6) fica: 
O Olr. og) qa 
' f o o A 
xy! otro | femea 
o dado * esa Re Ly 
à á 
ou: 
20x" -5y* +40x -20y'-20=0 
ou. ainda: 


dx! yo + Rx - dy ap =) 


2d Etapa: Fronstação de Fixos 


(4x2 +Bx5-(y7 +ay=4 

4x +Ix) dy + avi=4 

dx +I0x + ray +4j=4+4- 4 
dix + y +) =4 
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Fazendo: 
X=x + 
Y=y +2 


3 equação acima fica: 





ANP PÃ=4 
O, 

DEAD af 

14 


que é a equação reduzida da cônica dada em (5), porém referida ao sistema XOY, sendo 
O(=1,-2). 


Trata-se de uma hipérbole cujo eixo real, de medida 2, está sobre o eixo dos X, conforme se 
"ê na figura f.3c. 


Tah 





Figura 7.3. 
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3) Determinar a equação reduzida e o género da cônica representada pela equação: 


x +2xy+y? -8x +4=0 


Solução 
12 Etapa: Eliminação do termo em xy 


fe Passo: A equação dada na forma matricial é: 


l | x X 
x 3] + [-8 0] E due 
] ] V v 


22 Fasso: Os valores próprios e os vetores próprios unitários da matriz simétrica 


fd. 
[= 


são : 


1 | 
A =0, A ga 
l 1 


Aa =2, Us ES. 


(Verificação a cargo do leitor.) 


P Passo: Com as devidas substituições, a equação (7) fica: 


F 


() ú X == = 
+80)! V2 2 +4=0 


ae 


[xy] 


AR 


ou: 
| a t 4 f 
2vº -— x -—y +4=0 
* e qo 
ou, ainda: 
& 4 
AO see tenpo oe Des) 
bi / ud 


24 Etapa: Transiação de Eixos 


4 


4 
E j=e— x'.2 
(y Ri NV; 
q d 
Riu esa ED egg ue 
(y Ei ) NF 
(v - 27 =242x 
Fazendo: 
MES po 
Yoyeçoo. 


3 equação acima fica: 


TP =2N0x 
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J43 


que é a equação reduzida da cônica dada em (7), porém referida ao sistema XOY, onde 


2(0,4/2). 
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Trata-se de uma parábola de parâmetro igual a «/2, tendo para eixo o eixo dos X. 


conforme mostra a figura 7.30. 





Figura 7.3d 


4) Determinar a equação reduzida e O gênero da cônica representada pela equação 
dx” -3y* + 24xy - 156=0 


Solução 


Como essa equação não apresenta os termos de primeiro grau em x e y, a resolução é 


constituida somente da +4 etapa. 


fo Fasso: A equação na forma matricial é: 


4 1? X 
[x 3] - 156=0 (8) 
12 -3 y 


20 Passo: Os valores próprios e os vetores próprios unitários da matriz simétrica 
d E 


À = 
12 -3 
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São: 


4. 
E | 


"q" 


E 
5 


(Verificação a cargo do leitor.) 


O cálculo dos vetores próprios e de seus correspondentes vetores unitários é dispensável 


neste problema de se encontrar a equação reduzida, a não ser se desejarmos construir o gráfico, 
pois são esses vetores que determinam o rovo referencial x Oy”. 


3º Fasso: Com as devidas subsutuições. a equação (8) fica: 


mio Ê X 


[xy] 
ê, 15 , 
DU. 
12x? + 1372 = 156 
CJ. 


LAP ar: 
TO Ra 


12 13 


que representa uma hipérbole 
com eixo real sobre o eixo dos 
v. conforme mostra a figura 
“dE 


pão = b 
v 
ED RAP ONDA CáEa pi 
2 
- ' 
mu Pai o — 


Figura 7.3 


os mu il al o e — 


Ea 


+ 
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5) Determinar a equação reduzida e o gênero da cônica representada pela equação 


x - 6x +8y-7=0 


Solução 


Como essa equação não apresenta o termo em xy, a resolução é constituída somente d: 
24 etapa, 


x) -6x=-8y+7 
xº -6x+9=-8y+7+9 
(x-3)* =-8y+]6 


(x-3/ =-8(y -2) 


Fazendo 
Mes el 
Y=v-2 


a equação anterior fica 


Xº =-8Y 





Figura 7.3 


que representa uma parábola de vértice na origem do sistema XO'Y, com 03,2), e voltada 
para baixo, conforme mostra a figura 7.3f. 
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74 NOTAS COMPLEMENTARES 


741  Cônicas Degeneradas 
Vimos que a equação do segundo grau nas variáveis x e y 
ax +by! +2cxy + dx +tey +f=0 (7.4.1) 


representa uma elipse ou uma hipérbole ou uma parábola. 


No entanto, em casos particulares. essa equação pode também representar um par de retas, 
uma só reta, um ponto ou o conjunto vazio, que são as chamadas cônicas degeneradas. 


A análise da equação (7.4.1) permite concluir OS diversos casos: 

a) Se À e À tiverem o mesmo sinal, a cônica será uma elipse, um porte ou o conjunto 
VEZ O. 
Exemplos 
|) À equação 


(x+2)2 +(y-12=0 


x ty +4x-Dy+5=0 


representa o ponto (-2, 1) (circunferência de raio igual à zero). 


-+ A equação 
Ix + Iyé +I1=0 


--presenta o conjunto vazio. Essa equação não define nenhuma figura geométrica (o I9 membro 
: sempre É O). 


bjSe A, e A tiverem sinais contrários, a cônica será uma Aiperbole ou duas refas. 
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Exemplo 
A equação 
4 = Em 


representa as retas y=-Ix e v= 3x. 


De fato, fatorando o primeiro membro, obtemos: 
(x +y)03x-9)=0 
e concluímos que: 


3x +ty=0 ou 3x-v=0 


Qu seja: 
V=-3X OU vy=5X 


c)Se A =0 ou A =0, a cônica será uma pardbola, duas retas paralelas, uma ret: 
ou o conjunto vazio, 


Exemplos 
|) A equação 
dxº =9 (Aj=4 e A =0) 


representa duas retas paralelas. 


De fato, podemos escrever 


OU. 
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que são duas retas paralelas, 
2) A equação 

vº =) (A=0 e A, =1) 
representa uma reta, no caso, ceixo dos x, isto é, y = O. 
3) A equação 


3x* =- (Aj=535 e A, =0) 
representa o conjunto vazio. 


As cônicas (elipse, hipérbole e parábola) e suas degenerações (um par de retas, uma 30 reta 
e um ponto) constituem as possíveis interseções de uma superfície cônica com um plano, 


2.5 PROBLEMAS PROPOSTOS 


|) Identificar as seguintes cônicas: 


ax tyi=] h)xº +vº = ppxº -4=<yº 

byxº -yº =| Ea E = q)y-3x*=0 

6) xy" SO is = 1) 3x? dy? = 
á o Sr 

dyixº -vy=] ra, Sea Ss) 2xº + 3y” = 
p s RD 

ep xº -y=0 na 

Dx-yí=0 n) dy" -x]=8 


pbxty=i 0) 5v? - 3x=0 
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2) Mostrar que as seguintes equações representam duas retas no plano: 


a) dx" »yº = 0) 
b) x* - lby” = 
ER O 


Nos problemas 3 a 15, determinar a equação reduzida referida ao sistema XO" 
e O genero da cônica representada pela equação dada a seguir. Esboçar o gráfico. 


3) 1x + IlxytByé -10x+00v+5=0 
4 Tx +yº -8xy-17,//5x+ 11V5Sy +41 =0 
5) axityirdxy+ 55x + 104/58, +5=0 
6) xº+y +xy+50x+4V0y+1=0 
7) 4x” + 6xy -4yº + 20x -20y - 19=0 
8) 16x) -24xy+9y" -15x-20y+50=0 
9) 3xº -IxytIy? -2x- 104 - 1=0 
IO) xy+t442x +642y +30=0 
lj x)+243xy+3y" -4x=0 
Dp x) +yº+2xy-4,/2x = 0 
13) 16x +9yº -96x+ 72y + 144=0 
ld) dx -5yº + 8x+30y-21=0 
15) x -6x+8y+1=0 
Nos problemas 16 a 24, etetuar uma rotação nos eixos coordenados a fim de eliminar 


o termo em xy. Identificar a cônica e escrever sua equação no sistema x'Oy' obtido 
após a rotação. Esboçar o gráfico. 
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16) 


25) 


26) 


SRA. 


18) 


19) 


3x! + 2xv +3y” -d=0 

2x? +y? +2/6xy = 16 

3x? + 4xy + 2yº - 16=0 

Tx" -Bxy ty! +36=0 

xv =2 

Sxº + 4xy + 2yº -12=0 

1x + 13yº - 6V3xy -16=0 
x ty +dxy-3=0 


lx] +2xy +3Iy" -4=0 


Às equações dos problemas 25 a 35 representam cônicas degeneradas. Identificá-las e 
esboçar O gráfico, quando possivel. º 


xº-yº -2x-2y=0 

x +yº -2x-2y+4=0 
x +y] -6x+4y+13=0 
2x) +2 /2xy + yê= 12 
x +y! +2xy-8=0 

x +vi +Ixy=0 

x +oy* +ixv+t5=0 

x +y +dxy=0 

3x] + 2xy t3yº +4=0 
3x) + 2xv + 3yº =D 


x tyº +Ixvt4=0 
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2.5.1 Respostas de Problemas Propostos 
1. a) Circunferência. H Duasretas: x=1 e x=-1. 
b) Hipérhole. |) Elipse. 
c) Duas retasiy=x e V=-a. my) Reia. | 
d) Parábola. n) Hipérbole, 
2) Parábola. o) Parábola, 
1) Parábola, p) Circunferência. 
g) Reta. q) Parábola. 
k) O ponto (0,0). r) Hipérbole. 
|) O conjunto vazio. s) Elipse. 
2) ady=2x e v=-Ix 
| 12) Yº= 4X, parábola 
Ea Rd 3) Xº 2 
Y 
—— +—— = |, elipse 
p: 2 
ld) yº x Eni 
2 2 — «— = 1, hipérbole 
+) uno a |, elipse 405 
4 1 
9 X y? 15) Xº =-S8Y, parábola 
E Ena |. hipérbole " 
Vejo st + = 1, elipse 
5) Yº= 3X, parábola 
17) 4x“ -y'*=16, hipérbole 
6) Xº Yy7o E 
E « elipse 18) vy=2 ou v =-2, duas retas 
? Qi E E ap 
7. Yº- X*= 1, hipérbole 5d 1 = 1, hipérbole 
8. X*=Y, parábola ado dE lê 
a sie 1. hipérbole 
9 XY? 
au sha—=es: | EDS 
3 Ê 21) e: y'? 
5 ra e l. elipse 
! o É 
a Fere |, hipérbole 
22) xº+dy* -4=0, elipse 
O TE 3. X, parábola | Es | 
2 23) 3x* -y* =3, hipérbole 
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yo 
24) xº+> =, elipse 30) Areta y =0, 


1) Vazio, 
25) Duasretas: y=t(x- 1-1 


32+ Duas retas concorrentes: 


“a 

26) Nenhum ponto do plano, Cesar E 4 sto 
27, Oponto (3,-2). 33) Vazio. 

28) Duas tretas paralelas: x = +02. 34) Oponto (0,0). 

29) Par de retas paralelas: y = +2. 35) Vazio, 


7.6 FORMA QUADRÁTICA NO ESPAÇO TRIDIMENSIONAL 


A matriz simétrica real 


associa ao Vetor vo =(x,y,2) & Rº, referido à base canônica 8= (e,.06,,€3 7.6 =(1,0,0), 
=, =(0.1.0), es — (0,0, 1), o polinômio 


axº +by” + cz” + 2dxy + Zexz + Dfyz 


que é um polinômio homogêneo do 20 prauem x,y e z chamado forma quadrática do espaço 
ridimensional, 


Na forma matricial esse polinômio é representado por: 


endo a matriz simétrica A a matriz da forma quadrática. 
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Assim, a cada vç; corresponde um número real 


p=axó +by” + cg” + 2dxy + Zexz + 2fyz 


Exemplo 


A matriz simétrica real 


k, -| Ê 
A =| -1 E | 
-] 3 


define no IRº* a forma quadrática 
= +5y Ipe daytoedan dy 
p= dae +Syó tozÉo duptedxz= Du 
Ao vetor vo =(0,1,2), por exemplo, corresponde o número real 


p=3(00" +50 +30) (OM + MOD) -20)(2)=0+5+412-0+0-4=13 


1.6.1 Redução da Forma Quadrática à Forma Canônica 
a t 
A forma quadrática no espaço vç Ave pode ser expressa por 
ME A FG 
onde Aj.h, e A; são os valores próprios da matriz Ae x,y e z as componentes de 


vetor v na base P=“u,.Us,0,-, isto é, RED  Z ), sendo Wj,U, € us os vetores 
próprios unitários associados a Aj.As € Aa. 


De tato: 


Tendo em «sta que a matriz P é a matriz-mudança de base de P para S, pois: 
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ET w—Tr DDD —e—————————— aa 


e, portanto: 


podemos escrever: 
ande t 
vo Avs = (Pyp) A (Pvp) 
ou: 
w Aves v(PAPy 
Mer 19 fis o p 


Como P diagonaliza A ortogonalmente: 


A O O 
PtAP=D= [0 à, 0 
O O Ag 
conclui-se que: 
É del 
vg Avç vp Dvp 
ou: 
a de x A O O x 
Xvzl ld b f yl=[bxyz]i0O mM õoly 
E ft 7 O O Allz 
mu, ainda: 


ax? +by? + 077 + 2dxy + Jexz + 2fyz= A xO tAyo + + Ad 


A forma Mx" + MyC +As 72 é denominada forma canónica da torma quadrática no 
-spaço tridimensional. 
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Exemplo 

|) A forma quadrática: 

3x" Sul aa - DAY + xr = 2yz 
pode ser expressa por 

2x“ + ay? + 64" 


De fato: 
à torma quadrática: 
3x Pr Syó+ 37 = xy + 2xz = Dyz 


é definida pela matriz 


3 -1 l 
A=|- 5 + 
| —] 3 


Mas, os valores próprios da matriz A, conforme o problema resolvido número 1. 
Capítulo 6, são A =2, A =3 e A;=6, Logo. a forma canônica da forma quadrática é 


2x* + 3y* + 6x 


IH) Por outro lado, os vetores próprios unitários associados a A, A e Às são, respecti- 


] ] | 4 E | 2 ls 
vamente. U, =(-—,0,-— ), uu, =(— ,—= .—= |) e uy =(-—. ,--— —+==). 
Sd NO CEE E DR 
Logo: 

1 

a V6 

” 9 

e () aipodia: 


le bios Babes 
Sil 5 


e 
EA 
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Como vç = Pv, equivalea vp =P vo, OU 


pois P!=P-! pelo fato de P ser matriz ortogonal, podemos calcular Yp à partir de Vo. 


Supondo que VYg E (x.v,z)=40:1:>1. vem: 








2 8º aba Fá 
E a] 
A do adro 
O vo v6|(] 
3 
A 
P |: 
4/3 
Õ 
isto é =(x,yz)=( É E 0) 
LO Va AR Paty EE MA 
+ Yp RI 2 78 
Assim: 


3% 597 + GE” «Day DME o ya ty a 


| 3 : À 
3(00P +AS(D + 3(P POD +2(ONBI- 20 24-DLP+ai PP +6(0P 
(0) ( (2) (01) + 2 (0342) nc Ca) (O) 


0+5+12-0 +0-4=(5)+H45)+0 
suto 


As considerações que fizemos no plano sobre mudança de referencial pela rotação são 
válidas também para o espaço. 
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f.f QUÁDRICAS 


Chama-se quádrica ou superfície quádrica a todo conjunto de pontos M do espaçu 
tridimensional cujas coordenadas x,y e z. em relação à base canônica, satisfazem a equação 
do 2º prau 


2 bye ce" Eds -exzt2lyztmxtny+tpz+rg=0 


onde a,b,c,d,e e ft não são todos nulos. 


às coordenadas x,y e z dos pontos M do espaço são as componentes dos vetores 
ve Rº, que satisfazem à equação de uma quádrica (Figura 7.7) 





MM, YZ) 


Figuia 7.7 


PIA Equação Reduzida de uma Quádrica 


De forma análoga âquela adotada para us cônicas no plano, dividiremos o trabalho em 
duas etapas. 


deja a equação de uma quádrica: 


ax* + by" +cz” +2dxy + 2exz +02fyztmx+tny+tpz+a=o (1) 
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la Etapa: Eliminação dos termos em xv.xz e vz 


J0 Passo: Escreve-se a equação na torma matricial: 


xyz) jd bt voc dmaplivi+ag=0 Pe 





ou: 
i ==, 
Vo Ave + Nr +tq Ú 


onde: 


20 Passo: Calculam-se os valores própros Ay, À € Às e os vetores próprios unitários 
Lj = (Xi, X12, Xy3), Us =(X91, Xp. Kg] € Us = (Xa31. X32, X33) da matriz simétrica À. 


30 Passo: Substitui-se na equação (2 la forma quadrática 


a d e a 
sAs=kyzla dt 
- f C | 


pela forma canônica 


A OQ 0 E | 
Í E ' ' e 
Vo Dvp = [x v z]/0 à O y 

E O Ns q 
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E: 
x 
É 
Z 
pot: 
! 
Ao Mo Xi X 
Evp = Xp o  Myz  Xaz bá 


413 X93  Xa3 Ê 


tendo o cuidado para que det P= 1, a fim de que essa transformação seju uma rotação. 


Assim, a equação (2) se transforma em: 


A 0) Õ x X 11 


xy z]/0 à 0 vi+ [mnpl|x; 


Ê Ú Aa z Aja 


ON. 


Mx ty ra +rx +sy +iz+q=0 


A 31 H 
Az yY|tq=-u 
AI z 


que é a equação da quádrica dada em (1). porém referida ao sistema x'vZ, cujos eixos sz. 


determinados pela base P= [u,,U,,uUs |. 


Qbservemos que enquanto a equação (1) apresenta os termos mistos em xy, XZ & vz. : 
equação (3) é desprovida deles. Portanto, na passagem da equação (1) para (3), ocorreu um: 


simplificação. 


24 Etapa: Pransiação de Eixos 
Conhecida a equação da quádrica 


AMX tAyvIt+AgZO+rx +sy tiz +q=0, 
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para se obter a equação reduzida efetua-se uma nova mudança de coordenadas que consiste na 
translação do último referencial Oxyz paraonovo, o qual chamaremos O XYZ. A análise das 
possibilidades é feita a seguir. 


[) Supondo A,j,Aq e As diferentes de zero, pode-se escrever: 


“| E F 4 J [im á 
AX + xD) My? + y+ qd = 
14X Pa a0y RA Astz re JE Q 
ou: 
rº º te 


E É 
bo n 5º ERRAR ] F t 
E à qegiot oa tu + =] 
+ Aalz as x) q 


Fê Fo ds ME + E + ra a a O 
A (X Ri ax? Aaty À» bi dA dA dA, dAs 


z E 
g I 


p T f S Ê Ra r 
Mx + Hay + “X “a A A 
1 (x Ee Aly Do) + Aa(z E: a dA, dA, dA : 


Fazendo: 


ré g* t* 


e a a 
e, por meio de uma translação: 


! [ 
= + —— 
X=x x 


bo 
Y=y ET 


Zea Te 
«em: 

MXN HAY ts Zº -Q=0 
>. finalmente: 


MIXCEAY +AZ” = 0 (5) 


A equação (5) é a equação reduzida de uma quádrica de centro, e, como se vê, o primeiro 
=embro é a forma canônica da forma quadrática no espaço tridimensional, 
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CU, 


vem. 
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IF) Se um dos valores próprios for igual a zero. A, =Q, por exemplo, a equação (4d) fic: 


Ay +t+Agzo +IXx +sy +tz +q=0 


Ao (y É 9 + dade? ES x +q=0 


: té 


+rx +g-—> - 
E ru 


5 t 
r ei E 
May + Ed ERAS FE |+ Atz Rai o 


ia «É ias ME af são FÉ Ee 
Mal +) + 4) +r(x tdo - 
PO CC O e 





Fazendo. por meio de uma translação: 


E té 





ao Ts RR 
SE o ODE 





A Y2+A MZ +rX=O 


A equação (0) é a equação reduzida de uma quadrica sem centro. 


Observação 





=() 


oe em lugar de A, fosse A =Q ou à, =D, a equação reduzida de uma quádrica ser 


centro seria: 


a RIM 


des ME + As 7” + sr =0 


MME MN fIZ=O 
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7.7.2 Classificação das Quádricas 
1) A equação de uma quádrica de centro é 
MR EMEA EO 


Dependendo dos valores de Aj, A, Às e Q, a quádrica será do tipo efipsoide ou 
hiperholóide. 


1) A equação de uma quádrica sem centro é 


EE di + AZ + IX =0 


Lu, 


AX + AZ +sr=0 


lat, 
MMX AA YE +IZ=0 


A quádrica representada por uma dessas equações é do tipo parabolóide. 


7.8 PROBLEMAS RESOLVIDOS 
|) Determinar a equação reduzida e o tipo da quádrica representada pela equação; 


Ea 


3x? + 5Sy? +37) -2xy + 2xz- lyz + v3y - 1 O 


Solução 
là Etapa: Hiiminação dos termos em xy. XZ € YZ 
JO Passo: A equação dada na forma matricial, de acordo com 7.7.1, € 


3 | X x 
[xy 2) 1-1] 5 yl+ [030] |y a (7) 


l | É: Z z 
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22 Fasso: Os valores próprios e os vetores próprios unitários da matriz simétrica 


Lodo 3 
são : 
l ] 
A! =. LF (— ,0,--——) 
l 5 2 
1/1 l 
M=3 W=(——2,.— 
da ds 
1 Z 1 
h=6, W=(—= > — 
E | | V6 6 JE? 
32 Passo: Com as devidas substituições, a equação (7) fica: 
a dk dk 
Ê O 0 " 2 43 6 il 
[X yo Z] O 3 0 y di [0 EL 0] 0 a E To a 
3 vel |" os 
Ê ) f Z dl 
ts pod. ul 
2 3 6 
ou: 
2x! + 3yº + 6z'? +y VI -=0 
24 Etapa: Franstação de Eixos 
) F e, : V2 ae, 
2x“ + 31y' Hi PG St) Ts 
p | I ! 2 | À f | l 
ix Papi do jts O poa sé 
e Pa Ca tn pm Rn 
v2023 


LE ' | É . / 
EA sy dA tolz -—s E) 





Fazendo: 
X=x 
Y=y + E 


Z=27 - 


a E, 
57 ro 


a equação acima fica: 


2X ay PEGZA -— 


Du. 


+ 


Oo. 
Ed ad 


va [00 [é 


que é a equação reduzida da quádrica dada. 


o'(0,-1 v2, 


6º1 


Trata-se de um elipsóide, 


a) 36x” + l6y* - 97º - 144 =0 


bjx +72) -4y=0 


Solução 


a) 36x” + 16yº - 07º = 144 
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porém referida ao sistema 


>, Identificar e esboçar a quádrica representada pelas seguintes equações: 


Dividindo ambos os membros da equação por 144, vem: 


' É uiã 
SU 
4 q a 


E 


O XYZ, sendo 


que é à forma canônica de um hiperbolóide de uma folha ao longo do eixo dos z (Figura 7.8a). 


366 Algebra linear 





Otraço no plano xOv é a elipse 


%º z 
— + = — 
Fi a à EU 


2 2 
+ 
ua de DEM 
respectivamente. 





bjx +7º -4y=0 


Figura 7,8a 


ol. 


2 
+— = dy 


E. 
l 1 


que é a forma canônica de um parabolóide elíptico 30 longo do eixo dos y (Figura 7.8b). 
O traço no plano xOz é aorigem (0,0,0). 


Os traços nos planos xOy e yOz são as parábolas 
x =4y, 2z=0 e zº=4y, x=0 


respectivamente. 
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Figura 7.8b 


181 Problemas Propostos 


Por uma conveniente translação de eixos, transformar cada uma das equações seguintes na 
torma reduzida e identificar a quádrica que ela representa. 


1) 2x? +4y? +72º -8x+24y -22+41=0 
D) 3x2+2y2 -62? -18x+47+29=0 
3) 3x) +4y2 +24x-8y+242+100=0 
dy 2xº -yº - 27º + 8x+4=0 

5) 5x2 +5y? +57” -10x+ 207-3=0 
6) 9x) -4y? - 16y -367-16=0 

ox ty -2y=0 

9) x) +4y2-7)-2x+ 16y+17=0 


Nos problemas 9 a 12 efetuar uma rotação e uma translação de eixos para referir a quádrica 
30 sistema O XYZ e identificá-la. 


9) 3x) +5y2 +37” -2xy+rOxz -2yz -dx tt 6y = 22+2=0 
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10) 


[1) 


12) 
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yº -dxz-4x+2y-3=0 
2xº +2yº + 572 -4xy - 2xz + 2yz- 10x - 6y-22-7=0 


Td de Bye pa dai dy | Bos) 











2.8.2 Respostas dos Problemas Propostos 
E Es. 17 
RR ER 
) ++], elipsóide. 
gi o ta 
2) Ex + = E ÉS 1, hiperboióide de uma folha. 
13 E 
$) En + =-2z, parabolóide elíptico, 
17 +3 12 
io 4 de =|, hiperbolóide de duas folhas. 
5) 5x* +5y2 +52? =28, superfície esférica. 
6) ad e: 
* E e é =z, parabolóide hiperbólico. 
7) x*+y?=1, superfície cilíndrica circular. 
ra Fa o 
8) Em T a - E = O, superfície cônica, 
9) 4X +6Y2 + 1222 =, elipsóide. 
10) 2Xº -Yº -2Zº =2, hiperbolóide de duas folhas. 
11) 6Xº+3Yº.8 4/2 Z=0, parabolóide elíptico. 
I 2 Rj P; 
Dodi É yo argadido. 
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MATRIZES 
DETERMINANTES 


SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 





MATRIZES 









A.1 DEFINIÇÃO DE MATRIZ 


Chama-se matriz de ordem m por n a um quadro de m xn elementos (números, 
polinômios, funções etc.) dispostos em m linhas e n colunas: 


dj dj dig =... din 

do à 22 dd ... aan 
A= | às asa as à3n 

âmi Am2 âm3 -- âmn 


A.1.1 Representação dos Elementos da Matriz 


Cada elemento da matriz A está afetado de dois índices: dj 


O primeiro índice indica a linha e o segundo a coluna a que o elemento pertence. 
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A.1.2 Representação de uma Matriz A.1.5  MatrizC 


A matriz A pode ser representada abreviadamente por A= la;], i variando de | a m A matriz de o: 


(i=1,2,3,4,..,m) ej variando de lan (= 1,2,3,4,...,n). 


Para entender porque a matriz A pode ser representada por la;;), deve o leitor supor, 
inicialmente, que se fixe para i, por exemplo, o valor 1, e a seguir se faz j variar sucessiva- 


mente de | a n, obtendo-se: ã, 
dz 
dj dj dg . din as 
Após, fixa-se para i o valor 2,e faz-se j variar de lan, obtendo-se: an 
d21 d22  d23 ... dan 
Em continuação, fixa-se para i o valor 3 e faz-se j variar de 1 an, obtendo-se: 
Observação 


da da d33 ... dan 


A matriz-colur 
de um vetor V dos 
vetor-coluna. 


e assim sucessivamente até i atingir o valor m; quando isso ocorre, faz-se j variar de lan, 
obtendo-se: 


âmi âaAm2 âm3 -- am 


Dessa forma, [a,), com i variando de lam e j variando de lan, representa abrevia- A.1.6  Matriz-Li 


damente a matriz A, ou melhor, representa qualquer matriz A de ordem m por n. 


is ' A matriz de ord 
A partir de agora, e sempre que for necessário, uma matriz B será representada por 


[b;j), uma C por [cj] e assim por diante. A=[a,,a,,as, 


A.1.3 Ordem da Matriz — Notação 
Observação 


Se a matriz A é de ordem m por n, costuma-se escrever simplesmente Amon) Assim, 


se uma matriz A tiver 3 linhas e 4 colunas, escreve-se simplesmente Aç4) * diz-se matriz de A matriz-linha é 
ordem 3 por 4. 
A.1.4 Matriz Retangular A.2  MATRIZQ 


Uma matriz na qual m &n é denominada matriz retangular. Quando o núme 
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A.1.5  Matriz-Coluna 


i variando de | a m A matriz de ordem n por 1 é uma matriz-coluna: 


» deve O leitor supor, 


”: 


faz j variar sucessiva- 


btendo-se: 
Observação 


| A matriz-coluna de ordem n por | pode representar as componentes (a;, a2,a3,...,àn) 
z-se j variar de lan, 


de um vetor V do espaço vetorial E de dimensão n. Por esse motivo essa matriz é denominada 
vetor-coluna. 


| 


m por n. 
, A matriz de ordem 1 por n é uma matriz-linha: 
será representada por 


A=[a,,82,33,...,8,] 


Observação 


mente Amon): “Assim, 
34) * diz-se matriz | A matriz-linha é denominada vetor-linha, 


A.2 MATRIZ QUADRADA 


Quando o número de linhas é igual ao número de colunas, tem-se uma matriz quadrada. 














372 Algebra linear 





dj dg dia =. din 


O 

do) à Jd .. aan da2 
A = d31 d32 dq ... 23n A= 0 
ni àn2 ns àm 0 





A ordem da matriz quadrada é n por n, ou simplesmente n. 











A.2.4 Matriz Esc 
A.2.1 Diagonal Principal 


A matriz diagon 


Numa matriz quadrada A = [a;], de ordem n, os elementos a;, em que i = j, constituem a escalar. 
diagonal principal. 


Assim, a diagonal formada pelos elementos Exemplo 


dj1, d22, d33,....; dm 


é a diagonal principal. 


> 

H 
[e O tn 
o tn SO 


A.2.2 Diagonal Secundária 


Numa matriz quadrada A = [a;;], de ordem n, os elementos aj, emquei+j=n+1, consti- 
tuem a diagonal secundária, 


Assim, a diagonal formada pelos elementos 


A.2.5 Matriz Unic 


A matriz escalar 
matriz unidade, Indica- 


din, dà2n-1,83 n-2,:++» dn) 


é a diagonal secundária. Exemplos 


A.2.3 Matriz Diagonal 


tema 
ÕS 


l, = 
A matriz quadrada A= [a,;] que tem os elementos aj; =() quando ij é uma matriz 
diagonal, 





j, constituem a 


j=n+1, consti- 


| é uma matriz 
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A.2.4 Matriz Escalar 


A matriz diagonal que tem os elementos aj iguais entre si para i=j é uma matriz 
escalar. 
Exemplo 
RR 
A = U 3 Q 
O O 5 


A.2.5 Matriz Unidade 
A matriz escalar de qualquer ordem que tem os elementos a,=] para i=j é uma 


matriz unidade. Indica-se a matriz unidade por 1, ou simplesmente por 1. 


Exemplos 


l = » = 
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A.3 MATRIZ ZERO 
Uma matriz zero é a matriz cujos elementos d; são todos nulos. 


Exemplo 


A.4 IGUALDADE DE MATRIZES 


Duas matrizes A= la;;) e B= [b,), de ordem (m,n), são iguais se, e somente se, 


Exemplo 
2 4 2 4 
3 l =|3 | 
O 2 O 2 


A.5 ADIÇÃO DE MATRIZES 


A soma de duas matrizes A = la,;) e B= [b,], de ordem (m,n), é uma matriz C = [ci] 
tal que: 


Sa PD. 
y y D; 
Exemplos 
[) dj di  d13 by bj2 bia dj + Di dj + Diz àj3 + Di3 
+ = 
do) da d23 ba Do bas do + Da da t Doz do + bas 





IH) 5 

2 

| 

3 

A.5.1  Obse 
A diferenç 
Cj=aj- b 


A.b.2  Propr 


D) A+(B 
5 A+O: 
HI) -A+ A 
IV) A+B: 


A.6  PRODL 


Se À é um 
B = [b,;] tal que: 


3 
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Do isa 38/|4 4 583 4 8 
2 1 = ga si |6 3 à 
1 o 2l'lo 2 2/|1 20 
Sd 4 lã o gi ld & 5 


A.5.1 Observação 
A diferença A - B de duas matrizes de ordem (m,n) é uma matriz C tal que: 
gray; 
, € somente se, 
A.b.2 Propriedades da Adição de Matrizes 


D) A+(B+C)=(A+B)+C 
II) A+O=0+A=A 

IN) -A+A=A-A=0 

IV) A+B=B+A 


A.6 PRODUTO DE UMA MATRIZ POR UM ESCALAR 


natriz C= [ci] Se A é um escalar, o produto de uma matriz A= [a] por esse escalar é uma matriz 


B= [b;;] tal que: 


bj = hay 


Exemplo 


2 à + bis 


pe 
l 
E] 


5x4 Sx(-2) 5x1 20 0 5 
2 dog + bas 
3 9 UU ma Silas) 5x0 LS “458 DU 
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A.6.1 Propriedades da Multiplicação de uma Matriz por um Escalar 


D (Mi) A=A(UA) 

ID) (A+U)JA=ÂA+tUA 
HI) A(A + B)=AA+AB 
IV) 1A=A 


A.7 PRODUTO DE UMA MATRIZ POR OUTRA 


Sejam as matrizes A, 4, € B(4, 1): 










6 Se se escreve 
4 

Az=/[4 3 2 5] e B= ai 
À AE 
3 


o 29 eo 30 núme 
indicam a ordem d 


A | 


(1,4) Ê 


O produto AB é, por definição, uma matriz Ca) = [cm] tal que: 


Cn=4x6+3x4+2x5t5x3 se 
Cy = 24+12+10+15 

Suponhamos 
Cs = 61. o 
Assim, Cj; é a soma dos produtos, na ordem em que estão dispostos, dos elementos da A( 4) x 


matriz-linha A pelos elementos da matriz-coluna B, isto é, C,; é igual à soma dos produtos 
do 19 elemento de A pelo 19 elemento de B, do 2º elemento de A pelo 29 elemento de 
B, do 30 elemento de A pelo 39 elemento de B e do 49 elemento de A pelo 49 elemento 


de B. Diz-se que 61 é o produto da matriz A pela matriz B. O dispositivo da página seguinte, 
facilita, visualmente, entender a definição do produto da matriz A (1,4) pela matriz B (4,1): 


Tendo em vi 
número de linhas « 
pelo 10 e 4º númer 


A condição para multiplicar a matriz Ag 4 pela matriz B(4 1), » de acordo com à À ar R 
definição, é que o número de colunas de A (no caso, 4) seja igual ao número de linhas de B 1.4) 
(no caso, também 4). Por outro lado, a ordem da matriz produto C é dada pelo número de Eca 
linhas de A (no caso, 1) e pelo número de colunas de B (no caso, também 1), isto é, Cy. isto é,a matriz C ti 


| 
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lar 
EVER CEE SU RETO Du BIA, «| O 
E ES nd Te e Pó a e VM « | O 
5 2 X 5=10 5 
15 
pes ses nO a a | 9 
[4 3 2 BI sas nserIBINCE REGE [61] 
Se se escrever em seqiéncia a ordem da matriz A e a ordem da matriz B: 
º 


(1%) (4,1) 


029 eo 39 números, sendo iguais, indicam que a multiplicação é possível e o 1º e o 49 números 
indicam a ordem da matriz produto €; 


Ago o * B(41) = Cu 
- EEE 


Suponhamos que se deseja multiplicar uma matriz A 4) Por uma matriz Ba 2): 










postos, dos elementos da Aq) dá B42) 
ARES 


Tendo em vista que o 20 e o 30 números são iguais (número de colunas de A igual ao 
número de linhas de B), a multiplicação é possível, e a ordem da matriz produto C será dada 
pelo 19 e 40 números (número de linhas de A e número de colunas de B): 

| B | 


“de acordo com à: ” 
ph A( 4) S (4,2) * Ca) 


número de linhas de B 
é dada pelo número de 
mbém 1), isto é, Cm. 


isto é,a matriz €C terá 1 linha e 2 colunas. 
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O 


Sejumas mitrites Mg, 4) * Pega)! Tendo em vist 


e é uma matriz C 2: 


6 l A 3) x 
As|já 3 2 5] 0eB= pe 
3 , Sejam as matri: 
3 4 
Para efetuar o produto da matriz-linha de A (14) pela matriz Bu 2) considera-se 4 9 
cada coluna de B como uma matriz-coluna e efetua-se o produto da matrizlinha A pela primeira A = 


matriz-coluna de B, obtendo-se o 1º elemento de C; a seguir, efetua-se o produto da matriz-linha 2 5 
A, pela segunda matriz-coluna de B, obtendo-se o 2º elemento de C. O dispositivo a seguir 


facilita o entendimento do processo: 
Para efetuar o 


uma matriz-linha (dac 





4 x 6=24 6 114X1I=4 mo uma matriz-colun 
MEC ILEIAaINETELDAd SL ras aa a Rd de iaaa  RET big 
3x 4=12 4 2 3x 7a 6 à 18 linha de A su 
DRA CETTE LECTIO E SC N6. 4 016,6 ... O primeira linha Ci € 
. RAD DE A O E Sto dE SEI SAVE E É 2 . x 6m 10 . Je e) » é é 7 ele 2 x TAI sucessivamente pela 
5 X 3= 15 3 4 | 5x 4=20 Co Co Co Cos da 
SUSI PELTES E E ide 
PARE. ANPR RD 7 | EA RD DE PARAR Ram E e 6 ES [61. .44] E 
A matriz C(12)= [61 44] éo produto das matrizes Ag 4) e B(4 2): 
Nica di 
Mas * Bay: Co Ea id 
SEER, 


Suponhamos, agora, que se deseja multiplicar uma matriz A (2,3) por uma matriz Bç3 4): 

O elemento cs; 
de B,o elemento cy; 
C;3 se obtém multipli 


x B 


Aço 3) (3,4) 
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Tendo em vista que A é de ordem (2,3) e que B é de ordem (3,4), o produto existe 
e é uma matriz cg 4): 


Ãa3 * B34) = 24) 
E — 


Sejam as matrizes: 


s 241 

4 2 E 
as É qu & 3 10 
2 8 3 127 6 


Para efetuar o produto das matrizes A e B, considera-se cada linha da matriz A como 
uma matriz-linha (daqui por diante chamada simplesmente de linha) e cada coluna da matriz B co- 
mo uma matriz-coluna (daqui por diante chamada simplesmente de coluna). A seguir, multiplica-se 
a 12 linha de A sucessivamente pela 12, pela 22, pela 32 e pela 42 colunas de B, obtendo-se a 
primeira linha cj Cj2 Cj3 Cy da matriz C. Em continuação, multiplica-se a 22 linha de A 
sucessivamente pela 12, pela 22, pela 32 e pela 43 colunas de B, obtendo-se a segunda linha 
Co Co2 Co3 Cas da matriz produto C. O dispositivo a seguir facilita o entendimento do 
processo : 


Ein 





2 “4: 1 
3:::41:++0 
- sy Rad 
AT RARE E NR RS EA RR O «C11. -. Cio. .Ci3. «Cia 


2. .5. .3 epa po GO SC Do pp Qu md ad VECNTO dd «C91- « Co92 - «Co3 « .Co4 


O elemento c; da matriz C se obtém multiplicando a là linha de A pela 12 coluna 
de B, o elemento c;, se obtém multiplicando a 12 linha de A pela 22 coluna de B;o elemento 
cia se obtém multiplicando a 12 linha de A pela 34 coluna de B; o elemento c;q se obtém 
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———————————————— Ts pe 


multiplicando a 12 linha de A pela 43 coluna de B. Os elementos cy cy Cy Cos são obtidos 
multiplicando-se a 22 linha de A sucessivamente pela 12, pela 22, pela 32 e pela 43 colunas de B. 
Assim, cada elemento c.. da matriz C é obtido multiplicando a linha i da matriz A pela 
coluna j da matriz B. No exemplo dado: 

Cy =12 linha de A x 12 colunade B=4x5+2x2+6x1=20+4+6=30 

C;2 = 12 linha de A x 22 colunade B=4x2+2x3+6x2=8+6+12=26 


Cc; =12 linhade A x 32 colunade B=4x4+2x1+6x7=16+2+42=60 


“14 É 12 linha de A x 43 colunade B=4x1+2x0+6x6=4+0+36=40 
C; = 28 linha de A x lã colunade B=2x5+5x2+3x1=10+10+3=23 
Co» =22 linha de A x 24 colunade B=2x2+5x3+3x2=4+15+6=25 
css =2A linha de A x 32 colunade B=2x4+5x1+3x7=8+5+21]=34 
Ca = 22 linha de A x 42 colunade B=2x1+5x0+3x6=2+0+18=20 


Portanto, o produto das matrizes dadas A(o3) é B(3,4) é à matriz 


Cos - 


De acordo com o que foi visto até agora, pode-se dizer, por exemplo, que 


x B =C 


A (3,6) 


(3,5) (5,6) 


De fato, o produto AB é possível porque o número de colunas da là matriz é igual ao 
número de linhas da 22 matriz: 
número de colunas de A = 5 


número de linhas de B=5 





A ordem 
número d 
número d 


Do mesm 


A) * 


A(s 4) x 


Aço 2) X 


e assim [ 


A.7.1 Cálcul 


Sejam as 


81 


da1 


Tendo em 
matriz C de ord 


Aa) 


Por meio 
processo, vejamo 


C53 — 22 lir 





Matrizes. Determinantes. Sistema de equações lineares 381 


Cy são obtidos A ordem da matriz € é (3,6) porque: 
42 colunas de B. 
| matriz A pela 






número de linhas de A=3 
número de colunas de B=6 


Do mesmo modo pode-se dizer, por exemplo, que 


Ao 7 * Bgs, * Cas) 


x B =C 


Asa) X Bag) * “(5,8) 


C 


A2) * Boa) * Co) 


e assim por diante. 


A.7.1 Cálculo de um Elemento Qualquer de uma Matriz Produto 


Sejam as matrizes 


bi bjo Dia 
a a a 

A = "à SE Cla Bs ba bao bos 
do1 dq) doa 

ba ba bas 


Tendo em vista que A é de ordem (2,3) e que B é de ordem (3,3), o produto é uma 
matriz C de ordem (2,3): 


C 


3 A 


Aço 3) B(3,3) € 


Por meio do dispositivo já conhecido e que facilita, visualmente, o entendimento do 
processo, vejamos como calcular, por exemplo, o elemento c;3 da matriz C: 


Co3 = 28 linha de A x 32 coluna de B=az,biz + az2boa + Azabas 
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e 
e E CORN RS E DD JR US TA RAROS SD o RS SN AEDI STR RSA RE 6 8 CA CON CO bj. -b «b 
” qa + EAD O produt 
RD RS AR DE e SR DEI RA ORDER PA PRI RR Dz1- - boa - -ba3 define o elemen! 
STARR ERREISSINNE ESPE SERVE aaa D31. .b32 baa 
; Ama) 
dt. 842. 013 ECESSICUINEDVES TIDAS DE STS NIUE É «“Cj1--Ciz.-CI3 
; ; K Assinale-se 
ãa1 Ki a ã22 eos jasán ditada d sa Dao AISO É “Cai + C22 +" C33 de A e tambér 
produto AB, 
Assinalando o 2º indice de “a” e o 19 índice de “b”, vê-se que, em cada parcela, eles 
são iguais: 
A.7.2 Com 
Camo: tunados tugdas 
Em geral, a 
Essa expressão pode ser escrita do seguinte modo 
Rá Exemplo 
Co3 — 2 dak Dk3 
k=1 A | 
(3,5) 
isto É, C23 é O somatório dos produtos ask bks, com k variando de 1a 3 


Entretanto, o pro 
Um elemento qualquer C, da matriz C será calculado do seguinte modo 






B 
(5,6) 
não existe, porqu 
k =3 
O Quatis 
ij k =] ik kj 


de linhas da 22 m 


Mesmo qua 
geral, diferentes: 


Essa expressão é que, na verdade, define o produto C = AB. 


A (4,3) 
a 
Generalizando, se Am) [ai] e se B(n,p) = by), o produto AB é uma matriz 
C=le,] tal que: B(3,4) 
; AE 
k = n 
“= E B.0,: 
IJ E 1 ik “kJ 


O produto 
matriz de ordem ( 
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du “bi3 O produto C=AB é uma matriz de ordem (m,p), uma vez que na expressão que 


define o elemento Cj O indice i variade |am,eo índice j variadela p: 


asse te 
Am) * Bn,p) = C(mp) 


Assinale-se, ainda, que o índice k varia de 1 an, pois que n é o número de colunas 
de A e também é o número de linhas de B, condição, aliás, indispensável para se efetuar o 
produto AB, 


A.7.2 Comutatividade da Multiplicação de Duas Matrizes 


Em geral, a existência do produto AB não implica a existência do produto BA. 


Exemplo 


(3,5) (5.6) 


á | 
A a B C(3,6) 
: ARES 


Entretanto, o produto 
) | | 
B(s6)  * A (3,5) 
; SEE | 


não existe, porque 6 3, isto é, o número de colunas da 1ã matriz não coincide com o número 
de linhas da 24 matriz. 


Mesmo quando as multiplicações A x B e Bx A são possíveis, os dois produtos são, em 
geral, diferentes: 


y | | = 
A (43) x B(34) = C(44) 
; ANE ESSO, 
j É is 
Bg4) * A (4,3) = D(3,3) 
EE RE 


O produto AB=C é uma matriz de ordem (4,4), enquanto o produto BA=D é uma 
matriz de ordem (3,3). 
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Ainda que A e B fossem matrizes quadradas de ordem n, os produtos AB e BA seriam Como se vê: 
também matrizes quadradas de ordem n, e ainda assim, em geral, difeririam. 
Sejam, por exemplo, as matrizes: Al=IA= A 
É fácil gene 
| 2 5 7 multiplicação dessa 
A= e B = 
3 4 6 8 29 Caso: S 
j 
. | 2 5 7 l 17 23 [| 
AB = T À = 
3 à 6 8 39 53 - 
2 3 
: 5 7 | 2 : 6 8 H 
6 8 3 4 30 de E 
2 
Os produtos AB e BA são diferentes. Logo, a multiplicação de duas matrizes não é BA = 
comutativa. Existem matrizes A e B, tais que AB=BA, porém essa não é a regra. A seguir =] 
o leitor terá oportunidade de ver dois desses casos especiais e que interessam muito no estudo 
das matrizes. a 
Como se vé: 
o , e e E 
Jo Caso: Sejam as matrizes quadradas: AB=BASI 


A matriz B que sat 


3 2 l (0) 
A = I 
s 3 o AB=BA=I 
diz-se inversa de A 
3 2 | 3 
Al = E ANT =ATA 
5 7 O 5 
Assim, para 5; 
l Õ 3 3 inversa da outra, bas 
IA = = Nesse c di 
o à 5 ; esse caso, di 





de B ese represent 
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BA seriam | Como se vé: 


| AI=IA= A 










É fácil generalizar dizendo que, dadas duas matrizes A e |, de mesma ordem E: 
multiplicação dessas matrizes é comutativa e a matriz produto é igual à matriz A. 


29 Caso: Sejam as matrizes quadradas: 


11 3 Zi: <3 
A = e B= 
7 2 E, 11 
l1 3 2 -3 l (O) 
AB = = 
7 2 || «7 11 0) | 
2 <31|ll 3 l 0 
BA = = 
-1 il 7 2 O l 
Como se vê: 
AB=BA=I 


A matriz B que satisfaz à condição 
AB=BA=I 

diz-se inversa de A ese representa por A”! 
AN! =AA=I 


Assim, para saber se, dadas duas matrizes quadradas A e B, de mesma ordem, uma é 
inversa da outra, basta multiplicar uma pela outra e verificar se o produto é a matriz 1. 


Nesse caso, dir-se-á que B é inversa de A ese representa por A”! (ou que A é inversa 
de B ese representa por B”!). 
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— 0000 
Se uma matriz A admite inversa, esta é única. | VII) Dadas du: 
A maneira de determinar a matriz inversa de uma matriz dada será vista no item A.36. que A ou B sejan 
A.7.3 Propriedades da Multiplicação de Uma Matriz por Outra Exemplo 
I) Dadas as matrizes A, B,C de ordem (m,n), (n,p) e (p,r), respectivamente, tem-se: 0 | 
(AB) C=A (BC) O | 
II) Dadas as matrizes A, B,C de ordem (m,n), (m,n) e (n, p), respectivamente, tem-se: | Entretanto. se 


(A + B)C = AC + BC qualquer que seja A 


II) Dadas as matrizes A, B,C de ordem (n,p), (n,p) e (m,n), respectivamente, tem-se: 
) Dadas a iz (n,p), (n,p) e (m,n), resp A.8  PROBLEA 





C(A+B)=CA+CB 
1) Dadas as matri; 


IV) Se A(m,n), tem-se: 
Im À = AL, =A 


V) Dadas as matrizes A e B de ordem (m,n) e (n,p), respectivamente, tem-se, para 


todo número A: 


(MA)B= A(AB)=A(AB) 


YT4 2 
VI) A multiplicação matricial não é, em geral, comutativa. 
9 x? +. 
Exemplo 
Pela definição de 
420 ? : 20 14 jam 
x 10 3| = E 
2 8 | 2 = 
] , 1 21 xº +4=53 
x2=53-4 
5 2 420 24 20 2 di sd 
0 3 | x = 6 15 3 JB 
Xx=+ 9 
2 * 1 & tá 2 


Xx=+7 





sta no item A.36. 


tivamente, tem-se: 


ctivamente, tem-se: 





ttivamente, tem-se: 


nte, tem-se, para 
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VII) Dadas duas matrizes A e B, se o produto delas for a matriz zero [0], não é necessário 
que A ou B sejam matrizes zero. 


Exemplo 
O l | l O O 
O l O O O O 


Entretanto, se AB=0O qualquer que seja B, então A=0. Do mesmo modo, se AB=0 
qualquer que seja A, então B=0. 


A.8 PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1) Dadas as matrizes 


calcular y e x de modo que A seja iguala B, isto é: 


Es 


12 


— 


Es 


y+4 


9 x? +4 RR 


Pela definição de igualdade de matrizes, deve-se ter: 
y+4=12 a y=8 

x +4=53 

x*=53-4 

xº =49 

x=t49 


x=+7 
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Para que as matrizes Ae B sejam iguais, é necessário que y=8 e x=+7. 


Dadas as matrizes 


2 3 8 -3 7 | 7 -8 3 
A =|-5 9 -6 |, B=|-4 2 S5le C=|4 -3 2 
7 4 -] O 9 4 9 -5 l 
2) Calcular A+B. 
Solução 
2 3 8 -3 7 l -] 10 9 
A+B= |-5 9 -6 | + | -4 2 Sl=1-9 141 + 
7 4 -1 0) 9 4 7” +43 3 
3) Calcular C-A. 
Solução 
7 -8 3 2 3 8 >» Joy 
C-A=|4 -3 2 - 1-5 9 6l=|9 -12 8 
9 -5 l 4 4 l 2 «9 O 


4) Calcular 3A -2B+4C€, 


Solução 


Fazendo D=3A -2B+4C€, vem: 


Dn 


6 ç 
D=|-=15 27 
21 12 

12 -5 
D=|-7 23 
21 =b 

40  -35 

D=| 9 1] 
57º -26 


5) Calcular o produt 


-8 


à” |o 


Solução 


Aos X Bg2) 


Para efetuar a mu 
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D=|-15 27 18|+|8 -4 -10 | + | 16 -12 8 


24 12 <3 Õ -18 8 36 -20 + 


12 -5 22 28 -32 12 


40  -37 34 


57º -26 = 





5) Calcular o produto das matrizes: 


oO 4 

' 8 4 6 1 ; 2 = 
= e — 

(2,4) 23 73 (4,2) 10 

3 8 


Solução 


Aos * Ba2) = Cqo,2) 


Para efetuar a multiplicação, vamos utilizar o dispositivo prático: 


quer ETA A A OVO 0 Br DOUTA OITO TOO ATE AE A TO SS TO SRS PU DV SR CO OO EDS O ED RD A VE Occc-4 
OD ANE E EVORA DL PEDTILO CDI b 2: . =) 
qu PAVOR RÉ DO Sd mens demos MOLA DAS. 1 -=S 
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Portanto: 
5 =) 
AxB=C= 
6 7 
Observação 


Daqui por diante, a multiplicação de duas matrizes Aim, n) 
utilização do dispositivo prático: cada elemento Cc, da matriz € 


(m,p) 
com o disposto no item A.7. 


6) Calcular o produto das matrizes 


2 3 4 x 
A=|3 5 -4|eX=|y 
d 7º = Z 
Solução 


Aç,3) * Kg, C3,1) 


2 3 + X 2x + 3y + 4z 
C=AxX=|3 5 4) x|y| =|3x+t5Sy-4z 
4 To 2 Z 4x + 7y - 2z 


E interessante assinalar que a matriz € tem 3 linhas e uma só coluna: 


e o elemento da 14 linha é: 2x + 3y + 4z; 
e o elemento da 22 linha é: 3x + 5y - 42; 


e o elemento da 32 linha é: 4x + 7y - 2z. 


p B(n será feita sem a 


será calculado de acordo 


o 


Observação 


O fato de qu 
escrever, sob a form 


2x-+ 3y + 
3x + Sy - 
4x + 7y - 


Fazendo 


+ 
H 
OS] 
na 


pode-se escrever; 


AX =B ou 


De fato, efetuando o 


2x + 3y + é 
3x + 5Sy - 
4x + Ty - 4 


e, de acordo com a di 


2x + 3y £: 
3x + 5y - + 


dx + Ty - | 





será feita sem a 
Iculado de acordo 
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Observação 


O fato de que a matriz C do problema anterior tem 3 linhas e uma só coluna permite 
escrever, sob a forma matricial, o seguinte sistema de equações: 


2x + 3y + 42=4 
3x + Sy -42=25 
4x + 7y - 22=24 


Fazendo 


pode-se escrever: 


2 2 + -4 
AX =B ou 3 5 -41 x lyl = 125 
+ 7 -2 Z 24 


De fato, efetuando o produto das matrizes do 1º membro, vem: 


2x + 3y + 4z + 
3x + Sy - 42 |=| 25 
4x + 7y - 2z 24 


e, de acordo com a definição de igualdade de matrizes: 


2x + 3y + 4z=+4 
3x + 5y - 42=25 
4x + 7y - 2z=24 
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7) Dadas as matrizes 


Solução 
E 0 > 3 x Efetuandc 
A=| 0 -1 0] e B=| | -3 ] g 
| 1/03 -] 2 =] AB = 
- 
verificar se B é inversa de A. Mas AB « 
36 + 5m 
Solução 
28 t+ 4m 
Para que a matriz B seja inversa da matriz A, é necessário que AB=1. Calculemos 
o produto AB: Pela defini 
36 + 5m= 
-1 -] 0 -2 3 =] ] 0 Õ 
28 + 4m = 
AB = OQ -10 - x 1 3 l| = 0 ] O|=1 
9n + 45 = 
| -10 -3 -] 2 =] ê O | 
Int 36 = 
Tendo em vista que AB=I, a matriz B, que se representa por A”!, é inversa de A. | Para que | 
De fato; 
Observação 9 
E dd ado E AB = 
O produto BA também é iguala |, o que significa que A =B"! éinversa de B. Deixamos 5 
a cargo do estudante calcular o produto BA, a título de exercício. 
8) Dadas as matrizes A.8.1 Proble 
Nos probl: 
9 5 4 n dad 
NE dio iguais, 
7 4 m 9 
1) 
a 


calcular men para que B seja inversa de A. L. 








+ Calçulemos 
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Solução 
Efetuando o produto AB, vem: 
9 5 + n 36+5m 9n+45 
7 4 m 9 28+4m  7n+36 
Mas AB deve ser iguala 1, isto é: 
36 + 5m 9n+45 l Q 
28+4m 7n+36 Õ | 
Pela definição de igualdade de matrizes, deve-se ter: 


36+5m=1 . m=-7 
28+4m=0 . m=—7 
9n+45=0 . n==5 
Int 36=1 . n=-5 


Para que B seja inversa de A, deve-seter m=-7 e n=-5. 


De fato: 


AB= x = =| 


A.8.1 Problemas Propostos 


Nos problemas de | a 3, calcular os valores de m e n para que as matrizes A e B sejam 
iguais. 


1) 8 15n : 9% 
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em edi aa 
2) m? -40 n?+4 41 13 13) 2 
À = e B= À = 
6 3 6 3 -5 
14) | 
3) 7 8 7 8 A=|-2 = 
À = e B= 
3 Ç 
4 x? 4 10x - 25 
15) =3 4 
Dadas as matrizes: 
O | 
A =|-2 4 
2 3 8 5 7 9 O 9 8 
À = : B = e C= 9 -9 
4 1 6 10 4 | | 4 6 
Dadas as mat: 
4) Calcular A+B. | A 
5) Calcular B+C, E 3 
7 —4 
6) Calcular A+C. 
5 9 
7) Calcular A-B. 
| 7 
8) Calcular A-C. E 
D= 
9) Calcular B-C, 4 | 
5 3 
10) Calcular X=4A -3B+5C. 
11) Calcular X=2B-3A-6C. Calcular AB, 


12) Calcular X=4C+2A-6B. Calcular (AB)] 


Nos problemas 13 a 15, efetuar a multiplicação das matrizes A e X. Calcular A(BD 











13) 


14) 


15) 


16) 
17) 


18) 


2 6 
À= e 
-5 4 
] 2 3 
A=|-2 -S5 F; 
3 9 -8 
-—3 4 2 
O l 3 
A =|-2 4 5 
9 9 8 
- Dadas as matrizes: 
l -2 
3 l 
A = 
7 4 |, 
5 9 
| T 
3 =] a] 
Ds 
4 ] 9 
-— 3 
Calcular AB. 
Calcular (AB)D. 
Calcular A(BD). 
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X 
y 
X1 
e X= X4 
X3 
8 X1 
-b Xa2 
=] e X=| Xa 
6 X4 
| 3 -5 «7 2 4 
. Es e 
6 2 =8 3 -3 5 
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19) Calcular BA. 
20) Calcular (BA)C. 


21) Calcular B(AC). 


Nos problemas de 22 a 26, verificar se a matriz B é inversa da matriz A. 


22) -0,5  -I5 
A=|-0,55  -25 
-0,5 -2 


24) = 
AB] 2 6 
IO 8 


25) 4 5 
as|3* 3 
& À 


tos 





] 


0,5 | e 


1 


-6 


| 
| 


-1,55 2 
2 2) 

-1 l 

=] l 

E lo “2 
5) 6,5 


oo) 
Il 
| | 
— | e] 
[) to us 


-1 0,5 
-0,5 -O,5 
-1,5 - 


Em uq a] 


=1,9 
1,5 
-0,5 


-0,5 
-] 





Nos problemas 2 


27) m  -2 
A = 
-2 n 
28) 2 5 
A = 
3 8 











A.8.2 Respostas oi 


l. n=5 e m=-6 
2. m=*?9 e n=t 
5% RES 

4a 6. Roteiro: Esse 


7a9. Roteiro: Esse 


10 a 12, Roteiro: Esses 


13. 2x + 6y 





AX = 
-5x+4y 


X1 + 2X» 
AX = -2X| - 5X, 


3x1 + 9x, 
-3X1 + 


-2X, + 


9x1 - 
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Nos problemas 27 e 28, calcular men para que a matriz B seja inversa da matriz A. 


27) m -22 5 22 
À = e B= 
-2 n 2 9 
28) 2 5 8 m 
À = e B=- 
3 8 n 2 


A.8.2 Respostas ou Roteiros para os Problemas Propostos 


l. n=5 e m=-6 
2. m=t9 e n=3 


3. x=5 
4a 6. Roteiro: Esses problemas se resolvem de forma análoga à do problema 2 do item A.8. 


7a9. Roteiro: Esses problemas se resolvem de forma análoga à do problema 3 do item A.8. 


10 a 12. Roteiro: Esses problemas se resolvem de forma análoga à do problema 4 do item A.8. 


13. 2x + 6y 
AX = 
-5x + 4y 
14. X1 + 2X» + 3X3 


AX =|-2x, - 5x, + 7x3 


3x, + 9x, - 8X3 


15. -3X1 + 4x, + 2Xa + 8Xa 
da + 3X3 = 6xa 
-2x, t 4X, + 5X - 7X 


9x, - 9x, - 8x3 + 6xXg 





E 
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16. Roteiro: Esse problema se resolve de forma análoga à do problema 5 do item A.8. Exemplo 


17. Roteiro: 10) Calcular E A 


(4,4) Aa, 2) * Bro, 4) o 

(No caso, já foi calculado no problema 16). A é | 

=” o dai dy 
20) Calcular F(4,4) = E(4,4) x Des, 4) 


18. Roteiro: 10) Calcular 6 4) By 4) * Dea 4) 


A.9.1 Proprieda 
20) Calcular H 


(4,4) A(4,2) * S(2,47: 
D) (A+BJT: 


19. Roteiro: Esse problema se resolve de maneira análoga à do problema 5 do item A.8. ID) (XAJI =A 


HD (AByT =, 


20. Roteiro: 19) Calcular J69,2)5 B(2 4) * A(4,2) IV) (AB)T =B 


(No caso já foi calculado no problema 19). 


20) Calcular L J Observação 


2,07*(2,2) "00,27 


As propriedade 


21. Roteiro: 19) Calcular M (4,20) * Co 927 seguinte exemplo: 


(4,2) 7 À 


20) Calcular N B 


E» “MD Ms, 2)* a) Sejam as ma! 


22 a 26. Roteiro: Efetuar o produto AB. Se: 


a) AB=I, B éinversade A; 


Aç,295|0 
b) AB&I, B não é inversa de A. 
9 
27. m=9 e n=5 
28. m=55 e n=-3 O produto A, 
A.9 MATRIZ TRANSPOSTA l 3 
AB = O 2 


À matriz transposta da matriz A, de ordem m por n, é a matriz AT, de ordem n 
, , ..4: 3 
“por m, que se obtém da matriz A permutando as linhas pelas colunas de mesmo índice. - 4 
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. Exemplo 


A.9.1 Propriedades da Matriz Transposta 


DD) (A+B)L=Al+BI 
AB. 1) (AAJP=AAT 
HI) (ADE = A 
IV) (AB)! = BIA! 


Observação 


As propriedades 1, Il e III são imediatas. A propriedade IV será verificada por meio do 
seguinte exemplo: 


a) Sejam as matrizes 


So 
t 
o 
So 


(352) 


ta 
EE" 


> 
vi 
Il 
o Õ 
e ts 
x 
O) 
Pa 
HI 
Os 
oo 
Dam 
+ 
vo] 
o ad 
= 
HI 
+ 
oo 
ta 
>, 
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b) Sejam as matrizes Exemplo 
2 
| 0 2 ] 3 A=|1 - 
É? a jh = 
A (o,3)* E Dra, oyo 0 
3 2 4 2 4 
O produto Bt x AL existe e é de ordem (2,3), istoé (BIA!) S=AA! = 
(2:24) E, 3) má (2. 33º = AA” = 
e 1 06 2 IO 6 14 s=sT 
Bra! — x pe 
2 4 : 2 14 8 20 
A.11 MATR 
| É ) Uma matri: 
Comparando a) com b), verifica-se que (AB) = BIAl, i 
Exemplo 
A.10 MATRIZ SIMEÉTRICA 
A matriz 
Uma matriz quadrada S =la,] é simétrica se Sl =S, 
O 
A=|-3 
Exemplo 
-+ 
| & & 
é anti-simétrica, 
S=sS=|5 3 & 
De fato; 
9 8 7 
ê 
” At =! 4 
A.10.1 Observações É 
4 
a) Se A=[a,] é uma matriz simétrica, os elementos dispostos simetricamente em 
relação à diagonal principal são iguais, isto é, a a isto é: 
Kº EA 


b) O produto de uma matriz quadrada A pela sua transposta AÍ é uma matriz simétrica. 
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Exemplo 
à db 2 à E 
AS, 4 =| 2 AT=|0 1 3 
0 3 0 2 20 
2 BD yilã É 8 6 0 
S=hAA*=|1 =| 2llGad IFl=l6 4 3 
pa giis a o O «4 


s=S! 
A.11 MATRIZ ANTI-SIMÉTRICA 
Uma matriz quadrada A = la, | é anti-simétrica se AT =-A, 


Exemple 


A matriz 


é anti-simétrica. 


De fato: 
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A.11.1 Observação 


Se A= la,) é uma matriz anti-simétrica, os elementos dispostos simetricamente em 
relação à diagonal principal são opostos e os elementos da diagonal principal são nulos. 


A.12 MATRIZ ORTOGONAL 


Uma matriz M cuja inversa coincide com a transposta é denominada matriz ortogonal: 


isto é: 


M.M! =M! .M=I 








Exemplo 
A matriz 
13 
2 2 
M = 
3 1 
2 2 


é uma matriz ortogonal. 


De fato: 











Observando que | 


MM! =MT) 


Tendo em vi: 

MM! =MTM 
isto é: 

MI =M! 


a matriz M é ortog 


A.13' MATRIZ 


A matriz qua 


triangular superior. 
Exemplo 
5 4 
O 3 
A = 
O 0 
O OQ 


A.14 MATRIZ: 


A matriz quad 
triangular inferior, 
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Observando que M = MT, vem: 


simetricamente em 1 3 1 3 
nulos. 2 2 2 2 ] 0 
MMT s— MÍM e X = 
y3 1 “O DL. 
2 2 2 2 


— Tendo em vista que: 
| MM! =MÍM=I 
isto é: 


MT =M! 


a matriz M é ortogonal. 


A.13' MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR 


A matriz quadrada A= la), que tem os elementos d; =() para i>j, é uma matriz 


triangular superior, 
Exemplo 
5 4 Tr B 
O 3 -8 4 
À = 
O 0 -2/3 
UU B O 6 


A.14 MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR 


A matriz quadrada A=[a,), que tem os elementos dj =0 para i<j, é uma matriz 
triangular inferior. 
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Exemplo A.15.1.1 Matriz Ide 
5 O OO Dada uma ma 
' mm potente. O período 
-3 , o U 
6 2 89 Exemplo 
2 +] 
AS -3 4 
A.15 POTÊNCIA DE UMA MATRIZ 
-5 5 
Uma matriz quadrada A=la,] pode ser multiplicada n vezes por si mesma. A matriz 
que resulta dessas operações, e que se representa por A”, é chamada potência n damatriz A. 
2 + 
A*=|-3 4 
Exemplos | ss 


A matriz A éii 


| 2 
Se A= Se AÍ=A, ent 
+ 3 
A.15.1.2 Matriz Nihi 
| 2 | 2 9 8 
a) A? = " = Dada uma mat 
4 3 + 3 l6 17 =(0, diz-se que / 
=), diz-se que A 
| 2 | ;) | 2 9 8 | 2 41 42 
“WMA = x : = x = Exemplos 
+ 3 + 3 + 3 l6 17 4 3 84 83 
a) Se 
A.15.1 Matriz Periódica Lo + 
| A=|-3 3 
Dada uma matriz quadrada A, diz-se que A é uma matriz periódica se AP=A, 
À sendo n>2. Se n é o menor inteiro para o qual A? =A, diz-se que o períodode A é n-l1, -l 4 
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o 


Solução 
| +l | | + | O O O 
AS =| «3 3 53 E | =3 3 —3 = O 0) 0) 2 
-4 4 4 -4 4 -4 0) O O 3 
At = 
A matriz A é nihilpotente de índice 2. + 
8 
Se A? =O,então AÍ =A*=AS=.. =A"=0. 
Dadas as matrizes: 
b) Se 
4 8 
Loto ms 
A 2] 3 = 
As! S& 2 6 
-2 4 
st ) «3 
113 Ee a O 00 £ 3 
tel 5 2 6|lxl 5 E bla] 3-3 6 o 
| 2 
=» =j 3 -) «] «3 Rd ad 3 | ; 
2) Calcular (AB) 
O 00 | | 3 O 0 0q 
A*=A?xA= 3 3 8|x|5 & Bl=l0 6 q Solução 
ol si 53 =) =] O 
dia : : a a) Cálculo de 
A matriz A é nihilpotente de índice 3. | q dl 
Se A*=0, então A*=AS=Aº=,.=A?P=0. ES | 9 my 
=2 4 


A16 PROBLEMAS RESOLVIDOS 


T | b) Determinaç: 
1) ! Determinar a matriz A' transposta da matriz 


(AB)! =ET = 
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Solução 


2 3 
3 7 

A! = 
4 
8 9 


, 4 6 «3 
A =|3 —7 B = 
3 4 = 5 8 
4 3 | -5 0 
C = e DID OZ 
| e; 
so | Eo8 


2) Calcular (AB)!. 


Solução 


a) Cálculo de A (a, 2) X B(o, 3* E (a, 3) 


o sã 59 

- e | 1 -52 

E=| 3 —7 =| 6 <7 <65 
+ 4 * 5 é -4 8 38 


b) Determinação de (AB)! = El: 


=] 9 4 
(AB) =ET=|-1 17 8 
Ss 65. 38 
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e 
3) Calcular BIC, 5)  Dadaam 
Solução , 
A =| 4 
a) Determinação de Bl. 
3 





4 3 
classificar 
Bl =| 6 5 
-3 8 
Solução 
b) Cálculo de Bos 3) , Co» F3,2) a) Determi 
E 
: x -19 6 
4 sá Ss | | 
BIO=F=| 6 5] =|129 8 | 
| Af=|s 
| 2 ' 
1 3 8 é 435 
9 
4) Calcular (AB)! D. 
| b) Cálculo d 
Solução 
| T 
a) Cálculo de (AB): 
(No caso presente, (AB)! = E! já foi calculado no problema 2.) S=A+AT 
À) 9 4 
(AB) =ET=| 1 «17 8 
c) Determin: 
52 —65 38 
b) Cálculo de (AB)/D=E(, 3, * D(3 3)=6(3,3): 4 
si=| 9 
-| 9 —4 | —5 Õ -5 | 18 
12 
(ABJID=G=|-1 -17 Sizlê O 2|=17 8 MB 
-52 «BS 38 | ] O -14 298 -130 


Tendo em visi 
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5)  Dadaamatriz: 


2 59 
A=|4 71 
3 6 2 


classificar a matriz A+A!=S, 


Solução 


a) Determinação da matriz AÍ, 


+ 
+ 
tus 


5 
2 


2 5 9 2 4 3 4 9 1 
S=a+AT |4a 7: 1l+]5 7 6|=39/ 14 7 
3 6 8 o 1 8lIl1t3 7 16 


Tendo em vista que A+ A! =S=S!, A+AÍ é uma matriz simétrica. 
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6)  Dadaa matriz 7)  Dadaamg 
6 1 4 2 
As od ss cod 
5 
2 «b 7 
classificar 


classificar a matriz A - AÍ =P, 


Solução 
Solução a) Determ 
a) Determinação de Ar, 2 
A! = 
3 
6 -3 2 
E cas 
FEjk Es b) Cálculo 
q 8 7 
, ” S=AA! = 
b) Cálculo de A-A =P 
6 1 4 6 =3 2 O 4 B c) Determi 
Ppoâedteld 8 Sleli E &l=lA 0 1 ” 
| ú 
2 6 7 À = 7 - =| Q | gt = 
| el 
c) Determinação de pt. Tendo em: 
8) Dada a ma! 
O -4 292 
pP=|4 0 “1 cos 6 
2 | 0 M =| sen 0 
O 


Tendo em vista que A - Al=Pp=-PÉ A-AÍ é uma matriz anti-simétrica. calcular M 
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7)  Dadaa matriz 


classificar a matriz AAÍ =S. 


Solução 


a) Determinação de AT: 


LE 
tn 


Es 
Us 
o 
im 
Us 
| 
s—— 
e 


Tendo em vista que A, A! =8= SE, AA! é uma matriz simétrica. 
Dada a matriz: 


cosô -sen 8 0) 
M=| senô  cosô Õ 
Õ O | 


calcular MMT e classificar a matriz M. 
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Solução Solução 
IO 
a) Determinação de MT: | At= 
| 4 
cosô senô OQ 
Tendo em vis! 


MT =| -sen6 cosg Q 


O 0 l 
10) Dada a matriz 
-2 
b) Cálculo de MM! = Q: A=| 2 4 
4 
cos6 -senô O cos senô O 
2 
Q=MM! = senO  cos6 O | x|-senô cos6 0 calcular A* € 
0 0 l 0 0 l 
Solução 
2 
2 = 
cos?80 + sen?0 + O cos0 sen8 - senfcos8 + 0 O 10 0 A =2 
Q=MMT =| senô6 cosê - cosê senb +0 sen?8 + cos?0 + O Di=16 | É e | 
(0) 0 ] : 0 4 


Tendo em vist 


Dadas as matr 


-1 
Se Q=MM! =I, MÍ=M e, por conseguinte, a matriz M é ortogonal. 


9) Dada a matriz 


IO -25 


> 
IH 


4º IO 


calcular A? e classificar a matriz A. 
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Solução 


Tendo em vista que A? é igual à matriz zero, A é nihilpotente de índice 2, 


10) Dada a matriz 


calcular A? e classificar a matriz A. 





Solução 


Tendo em vista que A? =A, amatriz A é idempotente (período igual a 1), 


Dadas as matrizes triangulares superiores (Ae B) e inferiores (Ce D). 


| 2 | 2 =| 2 
A=|/0 3 -2|,B=|0 | =» 
O O «4 Q ê ] 

: DD 0 -1 0 0 
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11) Calcular AB e classificar a matriz AB=E. 


Solução 
a ] 2 =] 2 
E=AB=|0 3 2 x O | =3 |& 
O 0 4 0 O l 


A matriz AB = E é uma matriz triangular superior. 


12) Calcular CD e classificar CD = FF. 


Solução 
3 0 O -1 0 0 
F=CD=|-2 2 O |x|-3 4 0|= 
1 Lo 3 Z& 1) ] 


A matriz CD = F é uma matriz triangular inferior. 


A.16.1 Problemas Propostos 


1) Determinar a matriz AÍ transposta da matriz 
2 4 3 -5 
A=|1 7 Ô -2 
8 9 6 + 


q O 6 
l -3 e da 4 
-8 0 3 , 5 
E ' B = 7 5 
A -, 2 7 
O 6 3 -8 
| =] «ss 


2 1/53 
O 3 Il 
0 0 -4 
2) 
3) 
4) 
-3 0 0 5) 
4º 8 Q 
6) 
10 1 03 
2 3 O 
C=|1 18 
3 5 4 





Calcular ( 


Calcular (. 


Calcular A 
Calcular B 
2(ATBT)4 


Dadas asm 


Classificar , 
Classificar 1 
Classificar / 
Classificar / 
Classificar E 


Classificar € 
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) 
o. 
o 
ema 
I 
A 


2) Calcular (AB). 
3) Calcular (AB)DÍI. 
4) Calcular A(BD!). 
5) Calcular BIC, 


6) 2(ATBD+3Cl, 


Dadas as matrizes: 


Es 


Ds | O 9 3 4 3 5 


7) Classificar A+ AÍ, 
8) Classificar B+ BI. 
9) Classificar A. AÍ. 
10) Classificar A - AÍ. 
11) Classificar B - BL. 


12) Classificar C-CT. 
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Dadas as matrizes: 








4. 2/2 Ea 26 
0 ] 3 5 5 
A = ,B= (= 
l 0 22 2/6 | 
3 “a Ss 
v3 3 3 
3 3 3 
6 9 12 
E=|.V6 vô v6| po G = 
3 6 6 dg E 
0 v2 2 
E 
e e 
2 2 
aÃ Z 
H 5 5 
3 3 
22% 
s 10 6 IO o E! 
J = L = Mº=| 3 2 9 
So ql E el de o a 


13) Calcular AAT e classificar a matriz A. 
14) Calcular BB! e classificar a matriz B. 


15) Calcular CCT e classificar a matriz C. 





sen 8 


cos 8 


-Cos 6 


-sen 0 








16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 


23) 


Calcular DI 


Calcular EF 


Calcular F? 


Calcular G? 


Calcular Hº 


Calcular J? 


Calcular L? 


Calcular Mº 


Dadas as mat 


| 2 
A=/0 1 

O 0 

4 
Das l = 


Calcular AB 


Calcular CD 


Dadas as matr 


ts 


calcular AB e 





-COS O 


-sen 0 





16) 


17) 


18) 


19) 


20) 


24) 


25) 


26) 
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Calcular DD! e classificar a matriz D. 
Calcular EET e classificar a matriz E. 
Calcular Fº e classificar a matriz F. 
Calcular G* e classificar a matriz G. 
Calcular Hº e classificar a matriz H. 
Calcular Jº e classificar a matriz J. 
Calcular L? e classificar a matriz L. 


Calcular Mº e classificar a matriz M. 


Dadas as matrizes triangulares superiores (A e B) e inferiores (Ce D): 


| 2 & 2 3 | | O O 
A=|0 1 24B=|0 2 C=|-] 3 Ole 
O 0 4 Õ ê 3 2 1 2 


Calcular AB e classificar a matriz AB=E. 


Calcular CD e classificar a matriz CD= F, 


Dadas as matrizes diagonais: 


2 O QU 4 0 0 
A=/0 7 0 eB=/0 5 O 
O 03 Oo gs 


calcular AB e classificar esse produto, 
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A.16.2 Respostas ou Roteiros para os Problemas Propostos 6) Roteiro: 19) Dets 
29) Dete 

1) 2 1 8 
30) Calc 

4 7/9 
NR q 40) Ca 

3 O 6 
50) Dete 

5 0d. o 4 
60) Calc 


70) Som 


2) Roteiro: 19) Calcular AB= E. 
7) A+AT é simétri 
29) Calcular ET =(AB)T. 


8) B+ BÉ é simétric 


ou: 9) A.AÍ é simétric 
19) Determinar AÍ, 10) A- AÍ é anti-sir 
29) Determinar Bl, 
39) Calcular BIA! = (AB)T (IV Propriedade da matriz transposta, item 4.9.1.) ER 
12) C-CÊ éantisim 
Observação 


13) A éortogonal. 


Esse roteiro é conveniente quando já se conh : ; 
q O j nhecem as transpostas de A e de B 14): B éortogonal. 


3) Roteiro: 19) Calcular AB=E (já calculado no problema 2). 15) C éortogonal, 


29) Determinar DI. 
T 16) D éortogonal. 
30) Calcular E.D' = F. 
17) E éortogonal. 
4) Roteiro: 19) Determinar D! (já determinado no problema 3). 

20) Calcular BD! =G, 18) F énihilpotente« 


39) Calcular AG=H, “ 19) G énihilpotente 


5) Roteiro: 19) Determinar Bl (já determinado no problema 2). 20) H énihilpotente 


29) Calcular BIC =], 21) J éidempotente ( 





ie a 
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6) Roteiro: 19) Determinar AÍ (já determinado no problema 2), 
29) Determinar B! (já determinado no problema 2). 
39) Calcular AIBT=K. 
40) Calcular 2K. 
50) Determinar CÍ, 
69) Calcular 3C! =, 


70) Somar 2K+L. 


7) A+A! é simétrica. 
8) B+BÍ é simétrica. 
9) A.A! é simétrica. 
10) A- AÍ é anti-simétrica. 
11) B-BÍ é anti-simétrica. 
12) C-CÍ é anti-simétrica, 
13) A éortogonal. 
14) B éortogonal. | 
15) C é ortogonal. 
16) D éortogonal. 
17) E éortogonal. 
18) F énihilpotente de índice p= 2. 
19) G é nihilpotente de índice p = 2. 
20) H é nihilpotente de índice p=3. 


21) J éidempotente (período igual a 1). 
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22) L éidempotente (período iguala 1). 

23) M é periódica de período igual a 2. 

24) AB=E é uma matriz triangular superior. 
25) CD=F é uma matriz triangular inferior. 


26) 


é uma matriz diagonal. 


DETERMINANTES 


A.17 CLASSE DE UMA PERMUTAÇÃO 


Consideremos uma permutação 


dos trés elementos a,b, c e tomemos para permutação principal a permutação: 
a bc 


na qual os elementos estão na ordem alfabética. 


Diz-se que dois elementos de uma permutação formam uma inversão se estão em ordem 
inversa à da permutação principal. 


Assim, na permutação dada acb, os elementos c e b formam uma inversão. 


Uma permutação é de classe par ou de classe ímpar, conforme apresente um número par 
ou ímpar de inversões. 


A permutação acb é de classe ímpar. 





A.18 TERMO 


Dada a matr 
dá-se o nome de te 


di » dz . d33 


A.19 TERMO 


Dada a matri 
dá-se o nome de te 


din -d2n-l 


A.20 DETERI 


Chama-se de 
obtém efetuando 
primeiros indices, 
dos segundos índic: 


A utilização 
dadas algumas info: 


A.21 ORDEM 


Chama-se or 
Assim, se a matriz é 


A.22 REPRES 


A representa 
de maneira análoga 
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A.18 TERMO PRINCIPAL 


Dada a matriz quadrada A, de ordem n, ao produto dos elementos da diagonal principal 
dá-se o nome de termo principal: 


d11 .d992 . 233 » co vã 


A.19 TERMO SECUNDÁRIO 


Dada a matriz quadrada A, de ordem n, ao produto dos elementos da diagonal secundária 
dá-se o nome de termo secundário: 


din -.d2 n-1:d3 n-2 + +++ - dn] 


A.20 DETERMINANTE DE UMA MATRIZ 


Chama-se determinante de uma matriz quadrada à soma algébrica dos produtos que se 
obtém efetuando todas as permutações dos segundos índices do termo principal, fixados os 
primeiros índices, e fazendo-se preceder os produtos do sinal + ou —, conforme a permutação 
dos segundos índices seja de classe par ou de classe ímpar. 


A utilização da definição e o cálculo de determinantes serão feitos logo após serem 
dadas algumas informações necessárias para a melhor compreensão do assunto. 


A.21 ORDEM DE UM DETERMINANTE 


Chama-se ordem de um determinante a ordem da matriz a que o mesmo corresponde. 
Assim, se a matriz é de ordem 3, por exemplo, o determinante será de ordem 3. 


A.22 REPRESENTAÇÃO DE UM DETERMINANTE 


A representação do determinante de uma matriz A, que será designado por det A, faz-se 
de maneira análoga à da matriz, colocada entre dois traços verticais. 


ed = 
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E 







 A23.2 Tabela 


dj dj dijz ... din 
doi dm dg ... dan O total de pe 
det A = 


ân1 dn2 dna «ue don 


Permutação 
principal 


A.22.1 Linhas e Colunas de um Determinante 


Apesar de o determinante de uma matriz quadrada A=[a.], de ordem n, ser um 
número real, costuma-se, por comodidade, uma vez que aquele número é calculado a partir dos 
elementos das linhas e das colunas da matriz, falar nas linhas e nas colunas do determinante. 





A.23 PRELIMINARES PARA O CÁLCULO DOS DETERMINANTES 
DE 22 E DE 32 ORDEM 


Para a correta aplicação da definição de determinante de uma matriz, consideremos as 


tabelas constantes dos itens A.23.1 e A.23.2. A.24 CÁLCUL 


Dada a matriz 


A.23.1 Tabela Referente às Permutações dos Números 1e2 
O total de permutações dos número 1e 2 é: 


P,=2! =1x2=2 


para calcular o deter 


Permutação Número de Classe da Sinal que precede 
principal inversões permutação o produto 


di 
det A = 


da] 


deve-se, de acordo cc 
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A.23.2 Tabela Referente às Permutações dos Números 1,2€e3 
O total de permutações dos números 1,2e3 é: 


P;=3! =1x2x3=6 


Permutação Número de Classe da Sinal que precede 
principal 


Permutação E 
inversões permutação o produto 


derr n, Ser um 
lado a partir dos 
lo determinante. 






consideremos as 
| A.24 CÁLCULO DO DETERMINANTE DE 22 ORDEM 


Dada a matriz 


para calcular o determinante dessa matriz 


dj di 
det A = 








4 


doi da 


deve-se, de acordo com a definição, proceder da seguinte maneira: 











424 Álgebra linear 
e == 


19) Escrever os elementos que compõem o termo principal, um após o outro, somente com 
Os primeiros índices (deixando lugar para colocar depois os segundos índices), tantas vezes quantas 
forem as permutações dos números 1 e 2 (no caso, duas vezes): 


dj do dj do 


29) Colocar nas duas expressões anteriores, como segundos índices, as permutações 12 e 
21, uma permutação em cada expressão e não necessariamente nessa ordem: 


dj da diz dal 


39) Fazer preceder cada um dos dois produtos assim formados dos sinais + ou —, Ccon- 
forme a permutação dos segundos índices for de classe par ou de classe impar. No caso, se pode 
ver, na Tabela do item A.23.1, que o sinal que precede o 19 produto é +, porque a permutação 
| 2 é de classe par,e que o sinal que precede o 29 produto é —, porque a permutação 21 é 


de classe ímpar. 
ta; do -diz dg 
49) Efetuar a soma algébrica dos produtos assim obtidos, com o que se terá: 
det A=a, à — ar az 
isto é; 
dj dy 
det A= = Qd do — dj da; 


dz  d92 


Por comodidade costuma-se dizer que o determinante de 22 ordem é igual ao termo 
principal menos o termo secundário. 


Exemplos 


1) Calcular o determinante da matriz 








Solução 
det A = 
Daqui por 
Calcular: 
- 
det A= 
2 
2) Calcular: 
det A = 
Solução 
det A=(-3) 
3) Calcular; 
| 
det [= 
0 
Solução 


det | =1x 
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tro, somente com Solução 
tas vezes quantas 


det A = = 7x4-2x5=28-10=18 


permutações 12 e 


Daqui por diante, se dirá simplesmente: 













Calcular; 
5 + ou —, con- 
, No caso, se pode 5 
rque a permutação det A= 


permutação 21 é 2 4 
2) Calcular: 
? e 
det A = 
“4 
Solução 


det A=(-3) x (c2)-(-8) x(-5)=6-40=-34 


é igual ao termo 


3) Calcular: 


det |= 


Solução 


det [I=1Ix1-0x0=1-0=1 
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4) Calcular: 
6 3 
det A = 
| 0 5 
Solução 


detA=6x5-3x0=30-0=30 


A.25 CÁLCULO DO DETERMINANTE DE 32 ORDEM 


Dada a matriz 


det A = d91 do2  da3 
dai dz da 
deve-se, de acordo com a definição, proceder do seguinte modo: 
19) Escrever os elementos que compõem o termo principal, um após o outro, somente com 
os primeiros índices (deixando lugar para colocar depois os segundos índices), tantas vezes quantas 
forem as permutações dos números 1,2e 3 (no caso, seis vezes): 


d| do ds d, dd dg dj do da 


dj d da d, àd2 às d| da à 





29) Colocar, r 
132, 312, 213, 231 
ordem: 


dj, d22 daa 


dj2 d2, da3 


39) Fazer prec 
a permutação dos se; 
na Tabela do item A. 
a) o sinal que f 
b) o sinal que 
c) o sinal que 
d) o sinal que 


e) o sinal que 


f) o sinal que 


Fã; dy doa 


-diz2 d24 da 


40) Efetuar a s 
det A= djydozã 
Essa fórmula pc 


det A= d11 (ao: 
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29) Colocar, nas seis expressões anteriores, como segundos índices, as permutações 123, 
132, 312, 213, 231 e 321, uma permutação em cada expressão e não necessariamente nessa 


ordem: 
dj, d22 da3 dj, doa da2 dia do1 d32 
dijz d2y da3 diz doa da dia d22 da 


30) Fazer preceder cada um dos produtos assim formados dos sinais + ou —, conforme 
a permutação dos segundos índices for de classe par ou de classe ímpar. No caso, como se pode ver 
na Tabela do item A.23.2: 

a) o sinal que precede o 1º produto é +, porque a permutação 123 é de classe par; 

b) o sinal que precede o 20 produto é —, porque a permutação 132 é de classe impar, 

c) o sinal que precede o 3º produto é +, porque a permutação 312 é de classe par; 


d) o sinal que precede o 49 produto é —, porque a permutação 213 é de classe impar; 


e) o sinal que precede o 59 produto é +, porque a permutação 231 é de classe par, 





f) o sinal que precede o 69 produto é —, porque a permutação 321 é de classe ímpar: 
tãy d2» das -d1 d23 da fãs da; da 
-diz dz da3 *ãz doa da -d3 d2 da) 

O, Somente com 49) Efetuar a soma algébrica dos produtos assim obtidos, com o que se terá: 


Is vezes quantas 
det A=a,/ã22833 -ã//323432 + d,3021832 — 0,2021833 + 01202303) — 13 022831 


Essa fórmula pode ser transformada na seguinte: 


det A=ar,(a22233 - 223332) - aja (a21833 — d23831) t+ Aya (Azi ao — 222831) 
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DE Ge SE E ES A E E 


É muito fácil escrever essa fórmula partindo da matriz 


e efetuando as seguintes operações: 


e multiplicar o elemento a; (da 12 linha) pelo determinante menor da submatriz de 
A, que se obtém eliminando a 12 linha e a 12 coluna: 


Er. Dover 
ns da do da 


da] do  d3 |; ag = ay (d22833 - 223032) 
da2  d33 


e multiplicar o elemento a;; (da là linha) pelo determinante menor da submatriz de 
A, que se obtém eliminando a 12 linha e a 22 coluna: 


ay---(219 dis da1  da3 


da) d22 do3 |» diz = ay2(d21ã33 - 223031) 
dai  da3 


e multiplicar o elemento a; (da 12 linha) pelo determinante menor da submatriz de 
A, que se obtém eliminando a 12 linha e a 32 coluna: 


aura (60) re 


doi  d22 d23 |, dia = asa (a21332 - Ap 834) 
ày da 





e fazer os 


sinais + e —, in 


det A= |: 


es 


ou, simplificadar 


det A=|a 


Essa maneii 


é comumente den 


Exemplos 
1) Calcular: 
2 
det A =| 3 





A solução se 


det A =2x 


det A=2(1 


det A=2(2 
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e fazer os três produtos obtidos anteriormente serem precedidos alternadamente pelos 


sinais + e —, iniciando pelo sinal +: 
dj diz dia 
det A= | az qd d23 |= ar (222033 - 223032) - Aja (do, 033 - 223031) + Apa (az) 32 — 22031) 
dai da2 da3 


ou, simplificadamente: 
or da submatriz de 


dj diz dig 
) | da2 da3 dai da dj d22 


det A=| az à az3|= aj - a + ass (A.25) 


d32 d33 dai da3 d31 d32 


dai 32 daa 









Essa maneira de escrever a fórmula para calcular o determinante de uma matriz de 34 ordem 
é comumente denominada desenvolvimento do determinante pela 1a linha. 


nor da submatriz de Exemplos 


|) Calcular: 


enor da submatriz de 


det A =2 x -S X + 7 x 


detA=2(1x2-4x8)-5(3x2-4x6)+7(3x 8-1 x6) 


det A=2(2-32)-5(6-24)+7(24-6) 








E a aa | 
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Ds 


det A=2(-30)-5(-18)+7 x 18 
det A = -60 +90 + 126 


det A= 156. 


2) Calcular: 


det A=| -5 4 -6 


A solução se obtém pela fórmula (A.25): 


4º 6 -5 -6 -5 4 
detA= 3x - 1% + (-2) x 





detA=3[4x7-(-6)x2]-1[-55x7-(-6)x0]-2(-5x2-4x0) 
det A=3(28+12)-1(-35+0)-2(-10-0) 
detA=3x40-1x(-35)-2 x (-10) 

det A = 120+35+ 20 


det A= 175. 


A.25.1 Observação 


Assim como se pode calcular um determinante desenvolvendo-o pela 13 linha, pode-se 
também calculá-lo desenvolvendo-o por qualquer linha ou por qualquer coluna, devendo-se ter 
absoluto cuidado com a alternância dos sinais + e — que precedem os produtos formados. 
Assim, no caso do determinante de 34 ordem, a alternância dos sinais + e — dos produtos 
por linha e por coluna é a seguinte: 


do qe Rê 
= E qa 
+ — + 
3) Calcular: 
2 
detA= |3 
6 


desenvolvendo-o pela 2 


A solução do pro 
diferenças: 


a) À coluna a ser 
a ser eliminada será aç 


determinante menor. 


b) Os sinais que p 


3 
det A =-5 x 

6 
det A=-5(3x72 
det A=-5(6-24 


det A= -S(-18)+ 
det A=90-38+ 
det A = 156 


Esse resultado foi 





jà linha, pode-se 
a, devendo-se ter 
odutos formados. 
— dos produtos 
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E - + 

am + dci 

+ — + 
3) Calcular: 


desenvolvendo-o pela 22 coluna. 
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(A.25.1) 


A solução do problema se obtém com a fórmula análoga à obtida em (A.25) com as seguintes 


diferenças: 


a) A coluna a ser eliminada para formar o determinante menor será sempre a 22,e a linha 
a ser eliminada será aquela em que se situa o elemento da matriz que vai multiplicar o referido 


determinante menor. 


b) Os sinais que precedem os produtos são os dados no Quadro (A.25.1): 


det A=-5 x +1 x 1% 


detA=-5(3x2-4x6+1(2x2-7x6)-8(2x4- 


det A=-5(6-24)+1(4-42)-8(8-21) 
det A = -5(-18)+ 1 (-38) - 8(-13) 

det A = 90 - 38 + 104 

det A= 156 


Esse resultado foi o mesmo obtido no Exemplo 1. 


7 :%3) 
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A.26 DESENVOLVIMENTO DE UM DETERMINANTE POR UMA LINHA Calculando ca 
OU POR UMA COLUNA indicadas, se obterá 
ns, 6, 7, 8, lo, ; 
Se se repetir O raciocínio e o roteiro do cálculo de um determinante de 32 ordem para um processo que se calc 
| determinante de 43 ordem, por exemplo, se chegará à mesma conclusão: o determinante poderá um número excessiv 
| ser calculado desenvolvendo-o por qualquer linha ou por qualquer coluna, devendo-se ter A.28 será visto um p 
absoluto cuidado com a alternância dos sinais + e — que precedem os produtos formados, alter- número é sensivelme 
nância essa que, para o determinante de 42 ordem, é a seguinte: por uma coluna e é,& 
+ o + + — 
= o de A.27 PROPRIEI 
O 


Dentre as dive: 
de uma forma ou ou 





E + aa + 
ou com as proprieda 
verificadas por meio « 

Exemplo 
ID O determina 
Calcular: 
3 2 l 4 
d1 b; C1 
0 | 9 8 
da ba; c; 
det A =| 5 6 7 2 
às bs cs 
3 ] 4º 6 
desenvolvendo-o pela 12 linha, 
Roteiro para a solução: Exemplo 
| 9 8 O 9 8 0 l 8 
2 5 
det A=3 x 6 7 2 |=2x] 5 7 2 |t1ix|53 6 2 | - =: 
| 4 6 3 4 6 3 1 6 7/3 
0 l 9 
2 





LINHA 


ordem para um 
minante poderá 
devendo-se ter 
formados, alter- 
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Calculando cada um dos 4 determinantes de 34 ordem e efetuando as demais operações 
indicadas, se obterá o valor do det A. Igualmente, se pode calcular um determinante de ordem 
n=5,6, 7,8, 10, 20, 50 etc., desenvolvendo-o por uma linha ou por uma coluna, pelo mesmo 
processo que se calcula um determinante de 42 ordem. Entretanto esse processo, por envolver 
um número excessivamente elevado de operações, torna-se quase impraticável. Por isso, no item 
A.28 será visto um processo em que, apesar de conter ainda um número elevado de operações, esse 
número é sensivelmente menor do que o do desenvolvimento do determinante por uma linha ou 
por uma coluna e é, geralmente, usado com o auxílio de um computador. 


A.27 PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES 

Dentre as diversas propriedades dos determinantes serão relacionadas, a seguir, aquelas que 
de uma forma ou outra dizem mais de perto com o cálculo dos determinantes de qualquer ordem 
ou com as propriedades dos vetores. Essas propriedades não serão demonstradas, mas tão-somente 


verificadas por meio de exemplos: 


I) O determinante de uma matriz A não se altera quando se trocam as linhas pelas colunas: 


a, b, c€ di d& ds 


a by co |=|b; b; bs 


da ba C3 Ci Ca €3 
Exemplo 
2 5 
=2x3-5x7=6-35=-29 
7 3 
2 7 


2x3-7x5=6-35=-29 








434 Álgebra linear 





II) Se a matriz A possui uma linha (ou coluna) constituída de elementos todos nulos, o 


determinante é nulo: 


d1 b; O 
detA =| a bb 0 |=0 


da ba O 
Exemplo 
” o b 4 | 5 
detA=|5 4 1/=0x - O x 
3 27 » 4 à 


+ 0 x =0-0+0=0 


Esse determinante foi desenvolvido pela 12 linha, observadas as alternâncias dos sinais que 


precedem os produtos. 


HI) Se a matriz A tem duas linhas (ou duas colunas) iguais, o determinante é nulo: 


dj dj Cj 


det A = do da Co|— O 


da da Ca 
Exemplo 
Ds 
* doa 3 1 3 
detAÃ=|3 3 1 |=5x 25 M 
De 4 6 4 


Esse determinante foi desenvolvido pela 12 linha, observadas as alternâncias dos sinais que 


precedem os produtos. 


detA=5(3x6-1x4)-5(3x6-1x4)+2(3x4-3x4) 


det A=5(18-4)-5(18-4)+2(12-12) 


det A=5x. 
det A = 70 - 
det A=0 
IV) Se na m 
cionais, o determi 


situados em linhas 
estão na mesma lin! 


d1 
det A = 
da 
Exemplo 
2 6 
3 9 


Nesse deter) 


q Ç 
pe 
2 3 

V) Se na ma 


o determinante de 
matrizes, a saber: 


ã1 bi + 


da Da + 
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mentos todos nulos, o det A=5x14-5x14+2x0 

det A=70 -70+0 

det A=0 

IV) Se na matriz A duas linhas (ou colunas) têm seus elementos correspondentes propor- 
cionais, o determinante é nulo (numa matriz A, dois elementos são correspondentes quando, 


situados em linhas diferentes, estão na mesma coluna, ou quando, situados em colunas diferentes, 
estão na mesma linha): 


|=0-0+0=0 a kaj 
| det A= =0 
a, ka, 
cias dos sinais que 
Exemplo 
2 6 
=2x9-6x3=18-18=0 
3 9 


Nesse determinante os elementos correspondentes das 2 colunas são proporcionais: 
P 


V) Se na matriz A cada elemento de uma linha (ou coluna) é uma soma de duas parcelas, 
o determinante de A pode ser expresso sob a forma de uma soma dos determinantes de duas 
matrizes, a saber: 
los sinais que 


dj b; + c; d1 b; dj Cy 


do Da + a ba da 
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Exemplo Exemplos 
& 3+453 2 3 2 5 1) Calcular: 
= + 
71 4+6 7 4 7 6 l 
det À =| 0 
De fato: 
0 
2 3+5 2 8 
= =2x10-8x7=20-56=-36 Desenvolvend: 
4 44 6 7 10 precedem os produt 
mas: 
det A=1 x 
2 3 
=2x4-3x7=8-2]=-13 
Ro det A=1x(1 
e: » 
det A=1] x(l 
" 
* 8 det A=1x1 
=2x6-5x7=12-35=-23 
7 6 
2) Calcular: 
logo: 
6 
2 3 2 5 0 
+ = 13 23236 det A = 
7 4 7 6 U 
0 
VI) O determinante de uma matriz diagonal A (superior ou inferior) é igual ao termo 
principal, isto é, é igual ao produto dos elementos da diagonal principal: Desenvolvendo 


precedem os produto: 





dy dm dy 
det A =| O az» az |= anaxass 


(0) (0) da33 


1) é igual ao termo 
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Exemplos 
1) Calcular: 
| 3 5 
detA=|)0 1/3 
U O 2 


Desenvolvendo o determinante pela là coluna e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


det A=1 x O) X + O x 











detA=]x(1x2-3x0)-0x(3x2-5x0)+0x(3x3-5x1) 
detA=1]x(1x2-0)-0 x(6-0)+0 x(9-5) 


detA=1]x1x2-0+0=1]x1x2 


2) Calcular: 
6 5 4 7 
0 ] 3 5 
det A = 
O Ô ] 3 
O 0 0 2 


Desenvolvendo o determinante pela 12 linha e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


| 3 à Us É O 1 5 à E 
dtA=6x|0 1 3|-5x])0 1 3|+4x]/0 O 3/-7x]0 0 1 
O 0 2 O 0 


[e] 


O 2 O 0 0 
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O 19 determinante, como foi visto no Exemplo |, éiguala 1 x 1 x2, eosoutros 3 deter- Trocando, | 
minantes, por terem uma coluna constituída de elementos todos nulos, são nulos (II propriedade). 
Logo: | 


detA=6x1Ix1]x2 det A, =|0 


VII) Trocando-se entre si duas linhas (ou colunas) da matriz A, o determinante muda de 
sinal, isto é, fica multiplicado por -1: 


b) Desenvol: 
a b; c; a, by cy precedem os prodi 


a b; c |=-| as bs cs 







as ba cs a b, q 
det A, =+( 
Exemplo 
det A! =) x 
Calcular: 
det A = () x 
l 3 5 
det A=| 0 0 2 det A, =Q x 
0 4 12 det A, =0- 
a) Desenvolvendo o determinante pela 22 linha e observando a alternância dos sinais que det A, =8 
precedem os produtos, vem: 
Como se vê,. 
3 5 | 5 ] 3 por -1, isto é, seu 
det A=-0 x +0 x -2 x necessidade de troci 
4 12 0 12 0 4 
det A=-0x(3x12-5x4)+0x(1x12-5x0)-2x(1x4-3x0) 
det A=|0) 
det A=-0x(36-20)+0 x(12-0)-2(4-0) | 
O 
det A=-0 x 16+0x12-2x4 
Na realidade, 


det A=-0+0-8 
valor, deveria ser di 


det A=-8 resultado seria o mes: 
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TE E PR PEER roi A SE pa 


utros 3 deter- Trocando, na matriz A, a 22 linha pela 3a, vem: 


propriedade). 


ante muda de 


b) Desenvolvendo o determinante pela 32 linha e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


det A; =+0 x o. de SF uy 


det A, =0x(3x12-5x4)-0x(Ix12-5x0)+2x(1x4-3x0) 
det A, =0x(36-20)-0 x(12-0)+2(4-0) 

det A, =0 x 16-0x12+2x4 

det A, =0-0+8 

ja dos sinais que. det A, =8 

Como se vê, o det A, ao serem trocadas entre si duas linhas da matriz A, ficou multiplicado 


por -1, isto é, seu valor foi alterado, Para que se mantenha o valor do det A, no caso de haver 
necessidade de trocar entre si duas linhas (ou colunas), se procederá do seguinte modo: 


] 3 5 b 4 5 
det A=|0 O 2 |=-] O 4/12 
Ú 4 12 O O 2 


Na realidade, tendo em vista que o det A foi multiplicado por -1, ele, para manter seu 
r, deveria ser dividido por -1 (ou multiplicado pelo inverso -1, no caso —). Como, porém, o 


tsultado seria o mesmo, se optou pela solução mais simples. 
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Quando se desejar trocar a 22 linha pela 34 de uma matriz À para facilitar o cálculo de seu Desenvolve: 
determinante, se escreverá assim: | cedem os produtc 
l 3 5 
detA=|0 O 2 | > Los 
det As =+ 
O 4 12 
| 3 5 
detA=-|x | O d 12 det A, =0: 
0: 6 q | 
det As =0; 
Essa operação será utilizada no cálculo de um determinante de qualquer ordem, quando, 
como aconteceu no presente caso, num determinado estágio do processo do cálculo, não puder det A, =0; 
haver O número zero na diagonal principal: a troca da 22 linha pela 32 tirou O zero da diagonal 
principal e colocou em seu lugar o número 4. det A; =0- 
VIII) Quando se multiplicam por um número real todos os elementos de uma linha (ou de ã N 
uma coluna) da matriz A, o determinante fica multiplicado por esse número: et Aq =2 
a bc a, by € Como se vê 
kas kba kc, |= kx| a bb; linha por = uma 
as ba 3 as ba Cs 
det As =— 2 = 
Exemplo isto é, o valor de 
Seja: - haver necessidade « 
l a 5 


detA;/ =| O + 12 


O 0 2 
Este determinante foi calculado, como Exemplo, na propriedade VII, e o valor encontrado 
foi det A, = 8. 
Suponha o leitor que se deseja multiplicar a 22 linha por 1/4 (o que é o mesmo que dividir 
os elementos da linha por 4): 


det Aj=|( 


Repetindo o 


rw. 3 dividir os element 


5 
detA,=|0 1/3 que, para compen 
2 


Plicá-lo pelo invers 
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cálculo de seu Desenvolvendo o determinante pela 32 linha e observando a alternância dos sinais que pre- 
cedem os produtos, vem: 


det A, =+0 x - O x 2x 


det A) =0x(3x3-5x1)-0x(1x3-5 x0)+2(1x1-3x0) | 


det A, =0x(9-5)-0x(3-0)+2 x(1-0) | 


ordem, quando, 
culo, não puder 
zero da diagonal 


det A, =0x4-0x3+2x] 


det A, =0-0+2 
ma linha (ou de det A, =2 


Como se vê, o det A; ficou multiplicado por Es ao se multiplicar os elementos da 22 


linha por “47 uma vez que: 


ga o o d 
det A, =2=8 x 











isto é, o valor de det A, ficou alterado. Para que se mantenha o valor do det A,, no caso de 


haver necessidade de multiplicar a 22 linha por —. se procederá do seguinte modo: 


| 3 5 | 3 5 
detA =|10 4 12|=4x]0 1 3 

“valor encontrado 
O 0 2 O O 2 


mesmo que dividir 
L., 
Repetindo o que já foi dito, multiplicar os elementos de uma linha por “4 é O mesmo que 


dividir os elementos da linha por 4 (ou, o mesmo que dividir o determinante por 4). Daí por 
que, para compensar, isto é, para que o determinante mantenha seu valor, é necessário multi- 


plicá-lo pelo inverso de 4 ou seja, por 4. 
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Quando se desejar multiplicar a 22 linha de uma matriz A porl- para facilitar o cálculo de 








4 Recapitul; 
seu determinante, se escreverá assim: 
| 3 5 
| det, 
detA=| 0 4 12 | + (7) 
O 0 2 
= 5 
detA/=4x |/0 1 3 det 4 
O O 2 
Essa operação será utilizada no cálculo de um determinante de qualquer ordem, quando, 
como aconteceu no presente caso, num determinado estágio do processo do cálculo, se desejar 
obter o número 1 como um dos elementos da diagonal principal: a multiplicação do número 4, 
que estava na 22 linha como elemento da diagonal principal, por q colocou o número 1 em det A 
seu lugar, 
Admitamos que se queira obter o número 1 em lugar do número 2 no det Às: 
detA,=|0 1 3 det A: 
O 02 
Tendo 
Nesse caso, basta multiplicar a 32 linha por a fazer a respectiva compensação multi- igual ao tern 
plicando det A, pelo inverso de o isto é, por 2: RE 
| 3 5 det À = 
E ] 
detA,4=/0 1 3/-—+» L; (5) Esse val 
O a 
k q 
| 3 3 O 0 
detA,=2x/0 1 3 O 4 


ao ser desenvo] 
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O a 


a facilitar o cálculo de | Recapitulando todas as operações feitas até agora com o det A da propriedade VIII, tem-se: 


dtá=| 0 O 2|-=+ Ls 
O 4 12 


detA=-]x|0 4 12 — Li(S) 







valquer ordem, quando, 
o do cálculo, se desejar 
tiplicação do número 4, 


= E 
plocou o número 1 em detA=-1x4x|0 1/3 ses Lol) 


detA=-|x4x2x10 1 3 
O 0 1 

Tendo em vista que, pela propriedade VI, o determinante de uma matriz triangular é 

va compensação multi- igual ao termo principal e como, nesse caso, O termo principal TP é iguala I(TP=1 x 1x1), 

vem: 


detA=-]x4x2x1]=-8 


Esse valor -8 já havia sido encontrado para o determinante dado: 


| 3 5 
O O 2 
O 4 12 


ao ser desenvolvido pela 22 linha (exemplo da propriedade VII, alínea a). 





AE mm 
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[X) Um determinante não se altera quando se somam aos elementos de uma linha 
(coluna) da matriz A os elementos correspondentes de outra linha (coluna) previamente multi- 
plicados por um número real diferente de zero: 


d1 b; C1 ã1 Db; C1 
ds bo C2 E ã, + ka; ba + kb, Ca + kc; 
às bs Cg d3 Da C3 
Exemplo 
Calcular: 
l 2 4 


det A=| 4 10 12 


a) Desenvolvendo o determinante pela 12 linha e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


IO 12 4 12 4 10 
det A=+] x Tx +4 x 


det A=1x(10x9-12x7)-2x(4x9-12x5)+4x(4x7-10x5) 
det A=1 x(90-84)-2 x(36- 60) +4 x (28-50) 

det A=1x6-2x(-24)+4 x (-22) 

det A=6+48-88 


det A =-34 





Pretende-se, 
elementos corresp 


242 linha; 
là linha: 
Multiplicad« 


Nova 24 lin] 


det A =| | 


b) Desenvolv 
precedem os produ 


det A | =+ | 
det A, =] x 
det A; =] x 
det A =1 * 
det A: =-34 


Portanto, de! 
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de uma linha Pretende-se, agora, substituir a 22 linha do det A pela soma de seus elementos com os 
jamente multi- elementos correspondentes da 12 linha previamente multiplicados por -4: 
22 linha: 4 10 12 
là linha: | 2 4 
Multiplicador: -4 -4º  -8 —l6 
Nova 2% linha: O 2 = 
| 2 4 


b) Desenvolvendo o determinante pela 12 linha e observando a alternância dos sinais que 


a dos sinais que precedem os produtos, vem: + 





bo 
| 
+ 
Qo 
+ 
oO 
LS] 


det A, =+1 x =>. é + 4 x 


det A, =1x[2x9-(-4)x7]-2x[0x9-(-4)x5]+4x(0x7-2x5) 
det A, =1I x(18+28)-2 x(0+20)+4 x(0- 10) 

det A, =] x 46-40 - 40 

det A, =-34 


Portanto, det A, = det A, como que a propriedade fica verificada. 





y 
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Quando se desejar somar os elementos da 22 linha com os correspondentes elementos da 
12 linha, previamente multiplicados por -4, se escreverá assim: 


l 2 4 
detA=|4 10 12/— L =L,; +L;(-4) 


in 


7 9 


| 2 4 
detA=| O 2 -4 
5 7 9 


O sinal = da expressão L, =L, + L,(-4) não tem o significado convencional; é em- 
pregado, entretanto, para indicar que a expressão L, = L, + L,; (-4), utilizada em lugar de Ly, 
não altera o “valor” do det A. 


Essa operação será utilizada no cálculo de um determinante de qualquer ordem, quando, 
como aconteceu agora, num determinado estágio do processo do cálculo, se desejar o número 
“zero” para formar uma matriz triangular. Para facilitar a obtenção do zero é que se utiliza a 
propriedade VIII, isto é, se faz a operação adequada para substituir o número que está na diagonal 
principal pelo número 1;e é isso o que veremos no próximo item. 


A.28 CALCULO DE UM DETERMINANTE DE QUALQUER ORDEM 


Para calcular o determinante: de uma matriz quadrada A, de ordem n (para n 2 2, isto é, 
n=5,6,10,20,50, 100 etc.), será utilizado o processo de triangulação. 


Assim, dada uma matriz quadrada A, de ordem n, se procederão com as linhas (ou colunas) 
de seu determinante as operações adequadas para transformar a matriz A numa matriz triangular 
superior (ou inferior), ao mesmo tempo que se efetuarão com o det A as necessárias compen- 
sações, quando for o caso, para manter inalterado seu valor, tudo de acordo com as propriedades 
dos determinantes já vistas e verificadas. 


Antes de dar um exemplo, uma explicação se faz necessária ao leitor; o ideal seria calcular 
um determinante de ordem elevada, mas, no caso, o cálculo se tornaria demorado e repetitivo, 
porque, como já tivemos oportunidade de verificar, o processo para se obter O número zero é 
sempre o mesmo, assim como o processo para se obter o número 1, na diagonal principal, também 
é sempre o mesmo. Dessa forma, o exemplo a ser dado será o de um determinante de 32 ordem. 

























Aliás, com isso + 
volvendo-o por 1 
determinante por 


Não é dem: 
um determinante 
mas é para um d 
de determinantes 
em geral, com ale 
convém ainda di 
executar o proc 
(e das respectivas 
o último, o núme; 


Obtido o nú 
ções competentes 
obter a,) =1, su 
por zeros, e assim 
três hipóteses pod 


ja) O elem 
e multiplicar o d 


22) O elem 


l 
por —-, com o q 
outro lado, para 


pelo inverso de + 


3a) O elem 
principal. 


Exemplo 


Calcular: 


det A=|1 





entes elementos da 


onvencional; é em- 
ja em lugar de Ly, 


ver ordem, quando, 
e desejar o número 
o é que se utiliza a 
que está na diagonal 


ARDEM 


(para n 22, isto é, 


s linhas (ou colunas) 
ma matriz triangular 
necessárias compen- 
com as propriedades 


o ideal seria calcular 
morado e repetitivo, 
ter O número zero é 
al principal, também 
ninante de 32 ordem. 
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Aliás, com isso haverá uma dupla vantagem: primeiro, se poderá calcular o determinante desen- 
volvendo-o por uma linha (ou coluna) qualquer; segundo, se poderá verificar se, calculando o 
determinante por triangulação, ele conserva seu valor. 


Não é demais insistir em que o processo de triangulação não é específico para o cálculo de 
um determinante de ordem 3 (embora o exemplo a seguir seja de um determinante dessa ordem), 
mas é para um determinante de qualquer ordem. Por outro lado, é preciso declarar que o cálculo 
de determinantes de ordem muito grande só foi possível a partir do uso dos computadores que, 
em geral, com algumas variações, utilizam o processo de triangulação. Dada a explicação ao leitor, 
convém ainda dizer que, por comodidade, facilidade nos cálculos e por ser bastante prático, para 
executar o processo de triangulação, se procura colocar, por meio das operações adequadas 
(e das respectivas compensações quando for o caso), como elementos da diagonal principal, exceto 
o último, o número 1. 


Obtido o número 1 na 12 linha e 12 coluna, isto é, a;; = 1, substituem-se, por meio das opera- 
ções competentes, todos os demais elementos da 12 coluna por zeros; da mesma forma, depois de 
obter a,» = 1, substituem-se os demais elementos da 2% coluna, situados abaixo (acima) de az 
por zeros, e assim por diante. Quanto a cada um dos elementos da diagonal principal da matriz A, 
três hipóteses podem ocorrer: 


12) O elemento é igual a zero. Nesse caso deve-se proceder à operação de troca de linhas 
e multiplicar o det A por -1, como compensação, isto é, para que det A conserve seu valor, 

22) O elemento é igual a k. Nesse caso, deve-se multiplicar todos os elementos da linha 
por EM com o que se obtém o número 1 como elemento da diagonal principal dessa linha, Por 
outro lado, para compensar, isto é, para que det A mantenha seu valor, deve-se multiplicá-lo 
pelo inverso de EM isto é, por k. 


32) O elemento é igual a 1. Nesse caso, nada a fazer no que diz respeito à diagonal 
principal. 


Exemplo 
Calcular: 
El YW 
detA=|1 3 2 
5 3 4 
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Solução 


a) Desenvolvendo o determinante pela là linha e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 





det A=2 x 
2 41 a 2 1 2 1. 3 
CRAZF|I 3 Ti=+2% -1 x 4.7 x 
53 4 3 4 5 4 Ss 3 
detA=2x(3x4-2x3)-1x(1x4-2x5)+7x(1x3-3x5) 
det A=2 x 
det A=2 x(12-6)-1(4-10)+7(3-15) 
det A=2x6-1x(-6)+7(-12) 
det A=12+6-84 
det A =-66 
b) O mesmo determinante será calculado, agora, pelo processo de triangulação, segundo det A=2 x 
as instruções prestadas anteriormente. 
l 
2 À T|-- Lt 
detA=| 1 3 2 O termo pri 
5 3 4 logo: 
det A=2 x: 
LÊ 
2. 2 Como se vê 





detA=2x|1 3 2|—s L=L +L;(-1) obteve quando se « 


5 3 4 
A.29 PROBLE 
E q 
1 E 1) Calcular; 
det A=2 x 0 53 2 
X 2 detA=|5 
S 3 4 | == Lã= La t L,(-5) 
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l 7 
di 
ncia dos sinais que 
& 3 2 | 
det A=2x|10 E e Lala 
l 27 
= 
l 7 
x 


2 
det A=2 E g yo] sê. 
2 0 


l 27 I 
= É Ly =L; + Li(-5) 
A X 
é 2 2 
p F 
jangulação, segundo detA=2x5x | 0 l TT 
132 
o o 
O termo principalé: T=1x1x a JA, 
logo: 
xx 2, O ABB 1 
dei As 2 x5* (= 10 = To j=- ; = =66 


Como se vê, pelo processo de triangulação se obteve para o det A o mesmo valor que se 
obteve quando se desenvolveu esse determinante pela 12 linha. 


A.29 PROBLEMAS RESOLVIDOS | 


1) Calcular: 


oo ax 


det A= 


40 na ty 
to Do B 
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Solução 
Desenvolvendo o determinante pela 12 linha e observando a alternância dos sinais que det A= 2 x 
precedem os produtos, vem: 
9 8 5 8 5 9 
det A=2 x - 4 x + 6 x 
2 l 7 l 7 2 
det A=2x 
det A=2(9x1-8x2)-4(5x1-8x7)+6(5x2-9x7) 
det A=2(9-16)-4(5-56)+6(10 - 63) 
det A=2(-7)- 4(-51)+ 6(-53) 
det A=-14+204-318 detA=2x 


det A=-128 


2) Calcular o determinante do problema anterior pelo processo de triangulação. 


mas o determinan 


Solução mer 
=|]xlIx 
2 4 6 Li(5) 
detA=|5 9 8 
1 24 Jogo: 
det A=2 x( 
| 2 3 
detA=2x|5 9 8|-—=L, =L, +L,(-5) det A=-128 
T Z 1 
Observação 
O q nos 
detA=2x|0 -1 —7 » O cálculo de 


7 2 1|— L5 =L; + L,(=7) 
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] 2 3 
o detA=2x|0 -1 7 |-— L(-1) 
jinais que 
O -12 -20 
| 2 3 


detA=2x(-Dxl0 1º 7 
ij = RT L, = La + Lo(12) 


O -12 -20 

] 2 3 
detA=2 x(-1)x|0 | 7 

O O 64 


mas o determinante de uma matriz triangular (superior ou inferior) é igual ao termo principal: 


T=|IxlIx64= 64 


logo: 
det A=2 x(-1) x 64 
det A=-128 
Observação 


O cálculo de um determinante pelo processo de triangulação poderia ser feito com menos 
trabalho e mais rapidamente se, uma vez obtido o número 1 de uma coluna, as operações para 
obter os zeros dessa coluna não fossem indicadas uma de cada vez, e sim todas de uma só vez. 
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Assim: 
2 4 6| —> LD 
detA=|5 9 
4 1 
l 2 3 
detA=2x|5 9 8|—s L=L+L,(-5) 


É 2 l —e Ls e Ls + L,(=7) 


detA=2x]0 1 7|—» LI) 


O -lI2 -20 
l 2 3 
detA=2x(-1)x|0 1 7 
O -l12 -20 ——» L; = L; + L;(12) 
] 2 3 
detA=2x(-1)x|0 l 7 
ê O 64 


detA=2 x(-1) x 64 


det A=-128 


À conveniência de se indicar de uma só vez as operações para se obter os zeros de cada 
coluna se tornará bem clara no cálculo de um determinante de ordem maior que 3, como se verá 
no problema seguinte. 











3) Calcular pel 


aq 


-] 
det A= 
-3 
=) 
Solução 
-2 
-] 
det A= 
3 
=2 
det A=(-2) x 
det A=(-2) x 
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3) Calcular pelo processo de triangulação: 


o dd 2 






det A= 
-3 -1 0 —4 l | 
=2 2 -3 
Solução | 
| 
2 3 1 2/45 L, 5) 
-1 Ô 1 -2 
det A = 


Sd dd | 
2234 


det A=(-2)x | 1 || Atala 
-3 =] + l epa Ls e La + L,(3) 


= 2 -3 -] emo Ls -— La + L; (2) 


3 3 
l 2 > l 
A 2 | 
| a La(3) 
det A=(-2) x 
ys zeros de cada 
3, como se verá. 0 S = 1 


i 
E 





454 Álgebra linear 












1 as ++. ] mas o determinante 
2 2 
aid as eim 
det A so (-2) a 
AR » EK logo: 
O ms 4 — L5=L5 + Lo(->) 
O 5 2 / 1|—> L=L=L(5) det A=8 x 
3 1 
dd 4) Resolva a € 
Do a di ) 
O 11 & Ra 
det A=(-2) xs 2 
| 19 1 
O O -6 E La (- €) 3 
O 34 8 
| 3 Solução 
3 | Desenvolvend: 
| — = 1 
2 2 alternância dos sinai 


O 11 & 
| det A=(-2) «= (-6) x 


] 0 0 1 Ea (x - 2) x 
| 18 
| 2 
| 13 
O 0 7 35|——> Li=L+L(7 
(x-2)(1 - 6) 
3 l 
3 4 (X - 2)(-5) -( 
] 3 3 l 
-5x + 10 = (-7 
| a 2 5x ( 
det A=(-2) Rar (-6) x no -5x + 10 + 7x 
O O | -— 
8 
À 3x + 30 = 60 
5 
O) O) 0) - 


3x=60 - 30 








+ La(7) 
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Sã 


mas o determinante de uma matriz triangular é igual ao termo principal 


T=1x1%1x(-— na 
logo: 
: 55 
det A=18 x 18 = 55 
4) Resolva a equação: 
x-2 Eta x-1 
2 l 3 = 60 
3 2 | 
Solução 


Desenvolvendo o determinante do 19 membro da equação pela lã 
alternância dos sinais que precedem os produtos, vem: 


(x - 2) x -(x+3) x + (x- 1) x 


(x-D(1-6)-(x+3)(2-9) + (x - 1)(4-3)= 60 
= 2)(55) = (x + 3)(-7) + (x = 1) (1) = 60 
-5x+10-(-7x-21)+x-1=60 
-5x+10+7x+2]+x-1=60 

3x + 30 = 60 


3x = 60 - 30 


linha e observando a 
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SS 





3x = 30 

















x=)tvl 
2 
gE=— 
X += E) t 1 
2 
x= 10 
Sr]. 6 
X= =— 
2 2 
5) Resolver a equação: 
ou: 
x 3 2 
quosA 4 
5 x 1 | =12 2 2 
l 3 l 
| 6) Resolver a « 
| Solução 3 E a 
Desenvolvendo o determinante do 19 membro da equação pela 12 linha e observando a 1-2 x 
alternância dos sinais que precedem os produtos, vem: 2 -1 x 
) X 1 5 l 5 X Solução 
x x -3 x A =12 
5 l l l I 3 Desenvolvendo 

















alternância dos sinais 
x(x-3)-3(5-D)+2(15 -x)=12 


x -3x-3x 4+30 -2x=12 








1 4d 
XxX X 
x2-3x-12+30-2x=12 7 cl 
2 | “Nise 
x2-5x-12+30-12=0 Elia) as 
À =5E+6=0 x (3) -x(-7)4 
5+(-55)7 -4x1x6 3x +7x-8x= 
4) > 
2x1 2X = 
q=5tV25-24 ne 
7] 
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Ss: 
nas 
cn St] 
2 
S+1 6. 
TR 
ou: 
Sed 4 
a É 2 
6) Resolver a equação: 
3 2 x 
observando a O 
2 -1 x 
Solução 


Desenvolvendo o determinante do 19 membro da equação pela 32 coluna e observando a 
alternância dos sinais que precedem os produtos, vem: 


x X o SK + x X =8 
A 2 —l 1 -2 


x(-1+4)-x(-3-4)+x(-6-2)=8 


x(3)-x(-N) +x(-8) = 8 


3x + 7x -8x=8 
2x =8 

x =É 

2 

x=4 
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CT 


7) Resolver a equação: Solução 


2 K<2 | 





det A 
| ox+3 4/]=56 
3 X$1 5 
Solução 
Desenvolvendo o determinante do 19 membro da equação pela 22 coluna e observando a 
alternância dos sinais que precedem os produtos, vem: 
| 4 2 | 2 ] det A 
=(x - 2) x +(x+3) x -(x+1) x =56 
3 5 3 5 ] 4 
-(x-2)(5 - 12) +(x+ 3)(10 -3) -(x+ 1)(8 - 1)=56 
=(x - 2)(-7) + (x + 3)(7) -=(x + 1)(7) = 56 
-(-7x+14)+7x+21 -(1x+7)=56 mas: 
lx-14+7x+21-7x-7=56 
5 1x =56 
det B 
x == 8 
8) Calcular, desenvolvendo pela 12 linha: det B= 
det B= 
-2 3 1/2 
-] Õ | 2 
det A = 
3 o | od 1 det C = 
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Solução 


detA=+(-2)x |-1 4 Its |d 4 || + 
É od ml O o od 


+CDx]3 1 1]1(Dx|3 40 4 


na e observando a 


detAÃ=-2x|-1 4 L/j+3x|-3 4 L|l-Ix|3 í-1 1] 


“1 O l 
+2x 1-3 + 4 


2 2 3 
mas. 
O 1º 4% 4 1 a 1 -1 
det B=|-1 4 1|=+0 x E +(-2) x 
o a 3 Z dq 2 





detB=0 x(4+3)-1(1-2)-2(3+8)=0x7-1(-1)-2(11) 
det B=0+1-22=-2] 


-1 ] -2 3 


+ (-2) x 
-2 


detC=|-3 4 L|=+(-1) x 





O dd as o sl 
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DR Ro AS 


detC=-1(4+3)-1(3+2)-2(9-8)=-1(7)-1(5)-2(1) 


detC=-7-5-2=-l14 


detD=-1(1-2)-0(3+2)-2(-6-2)=-1(-1)-0(5)-2(-8) 


det D=1-0+16=17 


el sd -13 4 -3 
detE=|-3 -1 4|=(-1)x - O x +1:x 


do E vd 2 3 2 3 2 2 


detE=-1(3+8)-0(9-8)+1(-6-2) 


det E=-1(11)-0(1)+1(-8)=-11-0-8=-19 


Substituindo det B, det C, detD e det E em (a), vem: 


det A=-2(-21)+3(-14) -1(17)+2(-19)=42-42-17-38 


det A=-S5 


Observação 


O cálculo desse determinante já foi feito no problema 3 pelo processo de triangulação e, 
como era de esperar, o resultado foi o mesmo. Os principais motivos pelos quais o mesmo 
determinante foi calculado novamente, por outro processo, são os seguintes: 


a) mostrar que um determinante de ordem n>3 pode ser calculado desenvolvendo-o por 
uma linha (coluna) e como fazê-lo; 





b) cha) 
quando se f: 
por uma linh 


e ocá 


e oci 


de o 


o ocá 


de o 


e ocá 


nant 


c) Aleri 
e que, porta; 
mesmo que o 
nante por con 


A.29.1 Prc 
Dadas a: 
A=|-5 

7 


calcular, pelo 
Il) det A 
2) det B 
3) detc 


4) det(A+ 
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5) det(A-B) 
6) det(Z2A -3B+4C) 
7) det (BC) 
8) det (ACT) 
9) det (CB) A 
10) det C(BA) 
11) Verificar se det(A + B) = det A + det B 
12) Verificar se det (BC) = det B x det € 
Dada a matriz: 
E 3 1 | 
O 1 2 3 
Ã = 
1 « 1 =, 
4 3 5 l 
13) Calcular det A pelo processo de triangulação 
14) Calcular det A desenvolvendo-o pela 22 linha 
Nos problemas 15 a 22, resolver as equações: 
15) 4 6 x 
5 2 -x |= -128 
7 4 2x 
16) 3 5 7 
2x x 3x |= 39 
4 6 7 
O | 
61 F 
(3 f 
g À O 
(8 54 








17) 


18) 


19) 


20) 


21) 


22) 








2x 8 
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17) 5 l 3 
3x O 11 = 100 


| 7x 2 ] 
18) £+3 X+] x+4 
4 5 3 = —7 
9 10 7 
19) 12 =x | | 


20) ] Q x=-1 


> 

4 
] 

Ex 


21) 2 X 2 
| | x|=-3 
| | 6 

22) 2 6 2 
4 x 2/=0 
2X 8 o 





Far dk 
ne fhor) 
Í 

( | Fi 
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A.29.2 Respostas ou Roteiros para os Problemas Propostos 11) Roteiro: 19) 


| a 3. Roteiro: Esses problemas se resolvem de forma análoga à dos problemas 1 ou 2 do item A.29. 29) 
4) Roteiro: 19) Calcular A+B=E 39) 
29) Calcular det E 40) 

5)  Roteiro:19) Calcular A-B=F 59) 
69) 


20) Calcular det F 


6) Roteiro: 19) Fazer G=2A -3B+4€ 12) Roteiro: 19) 


20) Calcular G 


29) 

39) Calcular det G 
39) 

7) Roteiro: 10) Calcular BC =H 

40) 

29) Calcular det H 
59) 

SMT a T 
8) Roteiro: 19) Determinar C 69) 


20) Calcular AC! =J 


39) Calcular det J 13 e 14. Roteiro: | 


mente, do 
9) Roteiro: 19) Calcular CB=L 
x=2 
29) Calcular LA =M 
39) Calcular det M x=3 
x=5 
10) Roteiro: 10) Calcular BA=N 
x=1 
209) Calcular CN=P 
x=7 


30º) Calcular det P 
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11) Roteiro: 19) Calcular det A 





Fou 2 do item A.29. 29) Calcular det B 

309) Calcular A+B 

40) Calcular det (A + B) 
50) Calcular det A + det B 


69) Comparar det (A + B) com det A + det B 


12) Roteiro: 19) Calcular det B 
29) Calcular det C 
3º) Calcular BC 
40) Calcular det (BC) 
59) Calcular det B x det € 


60) Comparar det (BC) com det B x det € 


13 e 14. Roteiro: Esses problemas se resolvem de forma análoga à dos problemas 3 e 8, respectiva- 
mente, do item A.29, 














D /2 548 


Css 


466 Álgebra linear 



















R De fato, desen 


20) x=-1 
que precedem os pro 


21) x=5 e x=3 


l 
22) x=4 
det A=| 2 
INVERSAO DE MATRIZES Ê 
A.30 MATRIZ INVERSA det A=1 x(5 
Em A.7.2 (20 caso) viu-se que, dada uma matriz quadrada A, de ordem n, se existir det A=1 x(4: 
uma matriz quadrada B, de mesma ordem, que satisfaça à condição: 
det A=1 x (-: 
AB=BA=I 
B é inversa de A e se representa por A”!: det A =-3+2: 
AA! =AA=I det A=0 


“A matriz singular nã 
A.31 MATRIZ SINGULAR 


A.32 MATRIZ| 


Uma matriz quadrada A = [a] cujo determinante é nulo é uma matriz singular. 


Uma matriz « 


Exemplo | 
não-singular ou regu 


A matriz 


Exemplo 


Rem dm nl A matriz 
3 6 9 
é singular porque 2 
A=|5 2 
] 4 7 
3 1 


é uma matriz não-sin 


| 


+ ss 











rdem n, se existir 
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De fato, desenvolvendo o determinante pela 12 linha e observando a alternância dos sinais 


que precedem os produtos, vem: 


7 
detA=|2 5 8 |=+1Ix - 4 x +7 x 
9 


detA=1] x(5x9-8x6)-4x(2x9-8x3)+7x(2x6-5x3) 
det A=1 x(45-48)-4x(18-24)+7 x(12-15) 

det A=1x(-3)-4x(-6)+7 x(-3) 

det A=-3+24-2] 


det A=0 


A matriz singular não tem inversa. 


A.32 MATRIZ NÃO-SINGULAR 


Uma matriz quadrada A=la,] cujo determinante é diferente de zero é uma matriz 


não -singular ou regular. 


Exemplo 
A matriz 
2 3 1 
ASS Z 2 
» 1 3 


é uma matriz não-singular, porque o det A é diferente de zero. 
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SS 


De fato, desenvolvendo o determinante pela 12 linha e observando a alternância dos sinais 
que precedem os produtos, vem: 


à 3 1 2 3 5 32 5 9 
dtA=| 5 2 2Z|=+2x 3 X DR 
a 13 3 3 3 | 


detAÃ=2x(2x3-2x1)-3x(5x3-2x3)+1]x(5x1-2x3) 
det A=2x(6-2)-3 x(15-6)+1 x(5-6) 
detA=2x4-3x9+1 x(-1) 

det A=8-27-1 

det A = - 20 


A matriz não-singular sempre tem inversa. 


A.33 PROPRIEDADES DA MATRIZ INVERSA 


I) Se a matriz A admite inversa (det A 0), esta é única, 


II) Se a matriz A é não-singular, sua inversa A! também é. A matriz inversa de AT! é A. 


HI) A matriz unidade I é não-singular (det I=1) eéasua própria inversa: [=["!, 


IV) Se a matriz A é não-singular, sua transposta AÍ também é. A matriz inversa de AT é 
AS, 


V) Se as matrizes A e B são não-singulares e de mesma ordem, o produto AB é uma matriz 
não-singular. A matriz inversa de ABé a matriz B'!A”!, 








Exemplo 


A matriz Fê 
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nância dos sinais Exemplo 


a) Verificar se a matriz C é inversa de A, 


8 5 2 -5 
A = e C= 
3 2 -3 8 
8 5 2 -5 1 O 
AC = x = 
3 2 =3 8 0 l 








A matriz C é inversa de A, isto é: 


2 5 
A = 
3 8 


b) Verificar se a matriz F é inversa de B. 


9 7 4 = 
B = e F= 
5 4 -5 9 
ersade A! é A. 
9 7 4 -=7 l 0) 
BF = x = 
5 4 -5 9 O ] 


l=1"". 


' Er A Fo : A 
inversa de A é A matriz F é inversa de B, isto é: 


4 7 
pr! = 


» AB é uma matriz a 








470 Algebra linear 
pre ss ee ASAS a 











c) Efetuar o produto das matrizes A e B. A.35 EQUI 


Dadas as% 
8 5 9 7 97 76 se representa pj 
AB = x = operações elemi 


Com rela 
a ela, convém tê 


a) Quando 
escreverá assim: 


E = x = 


> 
H 
> 


e) Se o produto das matrizes AB e B'! A”! for iguala I, então B-' A! é a inversa de AB: 


97 76 29 6 l Ó I 
(AB) x (B-!A-!)= x a 
37 29 =37 97 0 1 A, =10 
Ó 
Portanto, a inversa de ABé BI A”!, b) Quando! 


A + pOr Se eso 
A.34 OPERAÇÕES ELEMENTARES 


] 
Denominam-se operações elementares de uma matriz as seguintes: 
A: =|0 
1) Permutação de duas linhas (ou de duas colunas). 0 
IH) Multiplicação de todos os elementos de uma linha (ou coluna) por um número real 
diferente de zero. 
] 
HI) Substituição dos elementos de uma linha (coluna) pela soma deles com os elementos A =|0 
correspondentes de outra linha (coluna) previamente multiplicados por um número real diferente : 


de zero. 
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A.35 EQUIVALÊNCIA DE MATRIZES 


Dadas as matrizes A e B, de mesma ordem, diz-se que a matriz B é equivalente à matriz A, e 
se representa por B— A, se for possível transformar A em B por meio de uma sucessão finita de 
operações elementares. 


Com relação às operações elementares para transformar uma matriz em outra equivalente 
a ela, convém ter presente o seguinte: 


a) Quando se desejar permutar, por exemplo, a 22 linha pela 32 de uma matriz A, se 
escreverá assim: 


; 
| 
; 


Õ 4 12 
| é a inversa de AB: 
l 3 5 
Aj=|0 4 12 
Ô O 2 


b) Quando se desejar multiplicar todos os elementos da 22 linha, por exemplo, da matriz 


A,, por + se escreverá assim: 






l 3 5 
A=|0 4 12/— LS) 
O O 2 
por um número real 
] 3 5 
»s com os elementos A=|0 | 3 


número real diferente 





Ef 
DE E ç 


Rs 
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c) Quando se desejar substituir os elementos da 1a linha, por exemplo, da matriz A,, pela 
soma deles com os elementos correspondentes da 24 linha previamente multiplicados por -3, se 
escreverá assim: 


| 3 Si-=>L=L+L(-3) 


À, = O) l 3 
O 0 2 
l 0 —4 
A3=|0 l 3 
VU OZ 


O sinal = da expressão L, =L, + L,(-3) não tem o significado convencional: é empre- 
gado, entretanto, para indicar que a expressão L, =L, + L,(-3), utilizada em lugar de L,, 
transforma a matriz A, na matriz equivalente As. 


d) Recapitulando as operações elementares que foram efetuadas com a matriz A até obter 
a matriz equivalente As, verifica-se que: 


) A operação Los foi realizada para tirar um zero da diagonal principal e poder colocar, 
em seu lugar, após adequada operação, o número 1. 


IM) A operação Late» foi efetuada para, em lugar do número 4 na diagonal principal, se 
peraç 4 p 


obter o número 1. 


II) A operação L, = L, + Ly (-3) foi efetuada para, em lugar do número 3, situado acima do 
número 1 da diagonal principal, se obter um zero. 


Como se vê, com as operações elementares se obtém os mesmos resultados já obtidos com 
as propriedades VII, VIII e IX dos determinantes: é que aquelas propriedades eram, na realidade, 
operações elementares. No caso, entretanto, dos determinantes, a VII e a VII propriedades, 
quando aplicadas, alteram seu valor, daí a necessidade de efetuar compensações, isto é, realizar 
operações que anulem tais alterações e mantenham o valor do determinante. Não é o caso, porém, 
das matrizes: as operações elementares têm por objetivo transformar, por intermédio delas, uma 
matriz A em uma matriz B, equivalente a ela, 
















A.35.1 Transform 


Qualquer matri 
equivalente I, de m 
isto é, I- A. 

Para transforma 
linhas (ou colunas) ops 

a) transformem 
em que são substituído 


b) substituam fi 
isto é, processem a( FT 


Do mesmo modi 
dado aqui um exempk 
de mesma ordem, ei 
prático, uma vez que 
n=5,6,10,20,50,10 

Antes do exemp 
forma a matriz A na m 
um asterisco ao lado d 
Operações para compei 


seu cálculo. 
Exemplo 
Transformar a matr 
2 l 
A=|4 2 
2 5 
] 
| Ez 
2 
A, = 
4 2 


E] 
os 


matriz A,, pela 
idos por -3, se 


cional: é empre- 
m lugar de L,, 


triz À até obter 


e poder colocar, 


nal principal, se 


situado acima do 


s já obtidos com 
am, na realidade, 
HI propriedades, 
s, isto é, realizar 
É O caso, porém, 
médio delas, uma 
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A.35.1 Transformação de uma Matriz na Matriz Unidade 


Qualquer matriz quadrada A, de ordem n, não-singular, pode ser transformada na matriz 
equivalente I, de mesma ordem, por meio de uma sucessão finita de operações elementares, 
isto é, I— A. 

Para transformar uma matriz quadrada A, não-singular, na matriz 1, se procederão com as 
linhas (ou colunas) operações elementares adequadas que: 


a) transformem a matriz A numa matriz triangular superior (inferior), ao mesmo tempo 
em que são substituídos cada um dos elementos da diagonal principal pelo número 1; 


b) substituam todos os elementos situados acima (abaixo) da diagonal principal por zeros, 
isto é, processem a diagonalização da matriz A. 


Do mesmo modo que se procedeu com o cálculo do determinante de qualquer ordem, será 
dado aqui um exemplo de uma matriz quadrada, de ordem 3, para ser transformada na matriz 1, 
de mesma ordem, e isso será feito tão-somente por comodidade, para não ser repetitivo, por ser 
prático, uma vez que o processo é o mesmo para uma matriz de ordem n (para nz2, isto é, 
n=5,6,10,20, 50, 100 etc.). 


Antes do exemplo, porém, uma informação ao leitor: ao mesmo tempo em que se trans- 
forma a matriz A na matriz equivalente I, pode-se calcular o det A; por essa razão, será colocado 
um asterisco ao lado de cada operação que altera o valor do determinante e, ao final, feitas as 


operações para compensar as alterações, isto é, para manter o valor do determinante, será feito 
seu cálculo. 


Exemplo 


Transformar a matriz A na matriz equivalente 1: 


2 1 3|> LA 
A=|4 2 2 
2 5 3 
E ++ 
Mºla 2 7|-+Li=tz tita 
2 5 3 
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E: 
A=|/0 0 4 
2 5 3 | —» Ls = Ls, +L(-2) 
++ 
A=|/0 0 4 
0 + O 


Tendo em vista que há um zero na diagonal principal (22 linha), há necessidade de permutar 
a 22 linha pela 32; com essa providência, em lugar do zero se obterá o número 4 na diagonal 
principal (22 linha); por outro lado, de acordo com a propriedade VII dos determinantes, o 


determinante ficará multiplicado por -l1: 


ro a 

cu 
! As = Ô Õ -+ a ha 

| O 4 0 
1 3 
o TF 

A=|0 4 0] Li 
O É 
1 8 
as na 
As = 6) | 0) 











Len 


e. 


g 
II 









o 


Como se viu, 
transformada na mai 


Tendo em vist 
i A, As, As e As 


calcular o det A: 
det A =2 x(. 
det A=32 


O leitor poder; 
observando a alternãi 


detA=| 4 


det A=2x(2: 


det A=2 x (6- 
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l 3 1 
7 7] usL+bs) 
O 


Aç=|0 l 
O Ê ] 
3 3 
] O E — Ly =L, +L5(-5) 
A, =|0 l O 
O O 1 
] O O 





de de permutar 
O 4 na diagonal 
elerminantes, O O O 


Ag =I= Ô l 


- O 


Como se viu, a matriz A, por meio de uma sucessão finita (8) de operações elementares, foi 
transformada na matriz equivalente 1. 


Tendo em vista que o det Ag = det | é iguala 1 e que as operações realizadas com as matrizes 
A, As, Aq e As alteraram o det A, as operações a seguir anularão as alterações e permitirão 
calcular o det A: 


det A =2x(-1)x4x(-4)x1 


det A=32 


O leitor poderá conferir o resultado obtido para o det A, desenvolvendo-o pela 12 linha e 
observando a alternância dos sinais que precedem os produtos: 


| 3 


é 2 9 4 3 4 2 
detA=| 4 2 2|l=+2x -l x + 3 x 
4 é à 5 3 2 3 2 5 


detA=2x(2x3-2x5)-1x(4x3-2x2)+3x(4x5-2x2) 


det A=2 x(6-10)-1 x(12-4)+3 x(20-4) 
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| a a qa ii E 


det A=2x(-4)-1x(8)+3x 16 
det A=-8-8+48 


det A =32 


to — 
moto to)m 


A.36 INVERSÃO DE UMA MATRIZ POR MEIO 
DE OPERAÇÕES ELEMENTARES 






A mesma sucessão finita de operações elementares que transforma a matriz A na matriz 
unidade 1 transforma a matriz Ina matriz A”!, inversa de A. 


“SED 
8) a) — 
w O m- 
1 ' 


Para determinar, pois, a matriz inversa de A: 


a) coloca-se ao lado da matriz A a matriz I, separada por um traço vertical; 


“EE 
em) o — 
» O n|- 
|] 1 


b) transforma-se, por meio de operações elementares, a matriz A na matriz I, aplicando-se, 
simultaneamente, à matriz I, colocada ao lado da matriz A, as mesmas operações elementares. 


Exemplos 


| a 
a) e) — 
So +» mm 
L Es I 


1) Determinar a matriz inversa da matriz 


| & é 
2 1 3 2 5 
A=|4 2/2 
O 1 « 
2 5 3 
0 0 


Solução 








DR E 


Ô 
O —> L;= L; + Li(-4) 
] 


(=) Ps — 

tm ts [= 
tus Is to| vo 
o o to|— 


A na matriz 


Q Õ — bo O fem 

» O to|— w O vo|- 
o b olju o bow 
É 2 to|— O às úa | fas 


aplicando-se, 


elementares. 
RR 
=! 2 
O 4 O -1 
| O O —4 =), 


"o o e] 
oO mm to | 
k o t3| va 
o gjm aj 


o) Ee 


| 
2 





(01 A 

h Ed 

BR A | ( ) 
J 
V 
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—» Los* 


O 
e»d 

Ô 

O 

Ea 

4 

O) o: À (Ly 
INCM 


| 
Õ eee L, =L, e Lo(-5) 


Ó 
O 
l o La — Ls % L, (-2) 
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O dispositivo 
3 5 1 3 
l 0 E1 8 (0) “8 — Li; = L; + L(-5) 
| l 
0) l (0) E ] Ea 
l l E 
O) O) l 2 “q 0) 7 . 
i 3 à 
RD A A : 
| | 
O l 0 z 0 4 € 
as er] 
l 1 
(O) 0) l 3 q 0 
RES 
Uma vez que a matriz A foi transformada na matriz I, a matriz: dé 
dê 
8 8 8 
Tendo em vista 
B= 4 0 ES l 
"Ia 4 elementares que trai 
1 = :. B= AT! 
2 4 E 
O detA, co 
é a matriz A-!, inversa de A. compensações, é: 


[eo 


Pode-se fazer a verificação efetuando o produto AB, cujo resultado deve ser I; antes, porém, 
para facilitar os cálculos, os elementos da matriz B serão todos colocados com o mesmo denomi- 
nador, exceto OS zeros: 


o 
8 8 
2 

*s O 
A ad 
8 8 





detA=2x(-1 


Esse determinan 


1 
g 2) Determinar a 
2 
8 2 l 
A=/1 3 
0 
5 3 





[; antes, porém, 
mesmo denomi- 
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O dispositivo a seguir, como já se sabe, facilita o processo da multiplicação de A por B: 


SECRET STE MO] as US a 
8 
ssa abas 
o Bs 
DO navais dE ud 
: 3 na +40 
; 8 À à 
Dis ass ds: 3 |occccrro a ca 0 O 
; 8 o 
4 2 O las aos io a ad id = O | Q 
8 
2 6 o on load GG e o migo e see O 0 ] 


Tendo em vista que a matriz B foi obtida de uma matriz I por meio das mesmas operações 
elementares que transformaram a matriz A numa matriz unidade, B é inversa de A, isto é: 


B=A! 


O det A, considerando as alterações assinaladas com asterisco e feitas as devidas 
compensações, é: 


detA=2x(-1)x4x(-4)x1=32 


Esse determinante já foi calculado no exemplo do item A.35.1. 


2) Determinar a inversa da matriz 











PV, E “o 
7 q ps 
p= a” + 
* á ã tel 
[oq + + + 
Ne? em x 
a Pe 
n ml m aa pl 
II Ú NE» H 
- s É, E É 
> 
+ Sa | | | | 
De] o o a 
S o ml osso q isso A Sr e SECRETO 
E O o m O O — fem O — O O — 
a o mm o o “o O - o o an o 
E “oo 
8 mi [04 o o =| mje O = [04 al (à ma [64 als à 
O I 
o 
ao 
S ON *w o|S tlm 
5 pe ja a rs jo ceja = je cena ajn Esfes ia a! a 
| 1 ] | 
:E o 
E 
E o ad 
«SO v CE to 
< ê E e Ra oo un — o tn — o O — o O . = “ 
E areas) RE O E [0 E o E E im 
A el 
a 
) 
—> 
<T.. Lie * 








te 
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1 
5 O o 
a 2 
w 5 º 
74 2 O sa 
lo “io | * Lala) 
+ o o|=>Lu=uti(co 
2 A 2 
2 2 
1 E 
24 2 10 
132 132 132 
o 2 E 38 
10 “A O — Ly =L,+Ls(-55) 
2 2 
“o os 
24 2. 40 
132 13932. 132 
12 0 34 38 
“1492 "132 132 
2 2 = A 
— 10 “sr 0 — L, =L, E] 
2 2 40 
132 132 132 
O co BH 
132 132 132 
o O 
132 132 "” 132 
24 20 NM 
132 132 132 
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pede E ea, ni RES E 








Uma vez que a matriz A foi transformada na matriz I, a matriz O detA, oc 


compensações, é: 


2 3 38 || 6 17 49 5 
132 132 132 66 66 66 det A=2 x 
pejcdã df Llalob ZH 3 
+ 132 132 132 66 66 66 Esse determin:; 
d à Bi|lK ai E 
132 132 132 66 66 “66 


A.37 PROBLEI 


| éamatriz A”, inversa de A, Nos problemas 





Pode-se fazer a verificação efetuando o produto AB, cujo resultado deve ser I; o dispositivo 1) 12 
a seguir, como já se sabe, facilita o processo da multiplicação de A por B: A = 
5 
É A EE o Solução 
TE 6 ZE 
é mo 3 
— CREA: “66 "66 "766 12 7 
| ao RT À 
0... 66 66 66 o) 3 
66 
2 1 T lose ses ssa 66 40) g . ; 0 1 0 0 7 
, ; 12 
1 3 Dl ccccccejoo. Es RE cs si =|10 1 0 
66 
. 5 3 
5 3 de buzesiea sta O et 66 0 0 | 
66 
e É 
Tendo em vista que a matriz B foi obtida de uma matriz I por meio das mesmas operações gi 
elementares que transformaram a matriz A na matriz unidade, B é inversa de A, isto é: 
0) af 
B=A! Ea 
a 4 
ARE RA 
| 
Co f 
/ 
pós 





e ser 1,0 dispositivo 





as mesmas operações 
, isto é: 


oo 


ES 
RR 
“Sds 


Co 


O /2 4 
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O det A, considerando as alterações assinaladas com asteriscos e feitas as devidas 
compensações, é: 


asi rs a 
detA=2 x x(- lo) * 1=- -66 


Esse determinante já foi calculado no exemplo do item A.28. 


A.37 PROBLEMAS RESOLVIDOS 


Nos problemas de 1 a 3, transformar na matriz unidade as matrizes dadas. 


Solução 


——. 


tn 
La 


—>» L =L; + L;(-5) 


7 | —* Lo(12) 
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[= 


2) 


-] 





id, cao EA 
12 Ly =L, + La(-75) 
] 

10 

o 1 

23 4 
13 ] 

12 4 


3 | LS) 


=3 l 
2 =] 
E 1 
2 2 
3 0 1|—> L=L +L(1) 
2 a DO ai Ls =L;+L,(-1) 
as É 
2 2 
3 l 2 
+ | alo) 
+ aé 
2 2 





3 
E 
O l 

l 
O 5 
l 0 
Õ l 
Ô (0) 
1 [0] 
[0 l 
O O 

| 
1=|0 
(0) 
3) 
r — 
Solução 
O 
3 1 
mid ol 
e 1 
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l 3 
| + s | —* dy =L, + Lis) 
l 
O l 3 
l ] E l 
O CH "2 sa La =La + Lo(-5) 
l (0) O 
] 
O l e 
| 
O O eg poi Ls(-3) 
l O ê 
O 1 ab] prt; 4Lyi) 
3 3 
O O l 
| E 
|= 0) l Õ 
o O l 
3) -2 O 2 
3 1-2 -2 
Cad = | 3 
3 | -l -2 
Solução 


210 2]>u(À) 


7 1d &| =st=ts+més 
-4 - 1 2 3 me: Ls =L; + L,(4) 
3 l -1 - 2 ad Ls = Ls + L;(-3) 
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I E | 
ao) a) tá 
! 
] 
to bo o 
, I 
— re — 
o 
O] 
ç? 
— 
H 
La) a e) RA 
"— us ”— 


0 — A a 
Nos problem 
uma das matrizes d 
LOS 0 1|SL=SL+(S) 
4) 12 
0 l 4 -2 Ã= 
Oo 1% 4|-+tasiastd) 3 
O) + -1 l mo, [a = Ls + Li(5) 
Solução 
1 6 8 2 7 
0 1 À =2 E g 
O 0 “2 1) — Ly 
0 O 1 0 
- 
12 
1 0 -«2 0) =—+L=L +L(2) à 
Db 1 4 -2| —s L=L, +Ls(-4) 
O O 1 0 ' 
O 0 -22 1] —>SL=L+L(2) E] 
a 
12 
0 


1 0 0/0 

0 1 O 2] =» Lo =, +) 
0 

0 





> 
“Y 3 
“NE. 
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—. 
O 
pe 


| O 

| (0) l O O 
= 

oo | 0 

O (0) O l 


Nos problemas de 4a 7, calcular, por operações elementares, a matriz inversa de cada 


uma das matrizes dadas. 
4) 12 7 
A = 
5 3 
Solução 


l 
Ea L(5) 


l 
5 3 Ó 


0 
1 
7 | 
à lt 
5 3 0 || — Lys; +L,(-5) 
o 0 
I 


E 


l 2 


E Jd: 
T2 O |*Ly=L, + La (75) 


1—. 


= LON)O 1145 


l O 3 -7 


0 l -5 12 





> 
3 


Eis 





D /2 5 





| 
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| 


| logo: | 
3 
| 1 = 
ag 2 
ME | = 
| 5 1 O 1 
| 
| l 
4 2 


a fic 
5) B=[1 -3 1 E. 
1 La 
0 1 
Solução 
o 0 
2 3º 10 0|> LS) 
| =3 1 O 1º 0 
O mw q | 0 
0 1 
o O 
VS S|> 00 
13 ] O 1 e|=set, +) 
4 é & | uEmdl | 0 
0 1 
o 0 
1 + 7 E É logo: 
+ storm ; 
o SL AJA qa aiaé É 





o 


o 
Rn q 
id? 
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O | — Li=Ly+Li(5); 
O 


|| — Lg SL + Li(-5) 


l Ó Ô -] - 1 0 
l l 2 
od sa bem see 
l 1 1 
0 Ô e e ia 5 l sy La(-3) 


=] -1 Ó 


ER dO ee 
Q o m— 
np ju 

| 
I 
Í 
[o | to je) 


l 
— L; =L; + La(5) 


PRESS. 
O O — 
amo ps Q 

| 
— to | 
| l 
= tajt) 
I 
a Q 


logo: 











2 e o 
| xt ! 
e ad dd 
o O 
+ o + + 
ELES po mou q 
dd «a om e” 
| Ee cio e Semi do disaiio E e SEIA [> ———e— 
I | e] O em] em 
peso | e) o — ao) o o — 
Las) O -— e! 
a) | — | La) a) — O 


= Se o -“ o fam) Õ — O O 
q e. o q E O O O e] a) O | 
— 
' mf enfea a eta 
] I 
es) Le] Le] -— 
| Ss oa — q o q 
U ! ! ! ] — .— .— — 
Í, ! 
—s —. —s e 
] ! pe) Len] q -— Co e q mt 
5 ' Í [ | Le) e] q — 
| I 
E | 1 e — -— e i meu = [€N PES v=4 | CS á o 
s R à | I AS 
É Ni é 
= ' qo o + e e o + PR as ue 
I a [em [em Õ 


l 
Es a” = [Ls LS qd LA «ss 


6) 


D 40 


o 
SAS 
+ 





= 


Db / 


4(-3) 
A(4) 
a(-3) 
A À 
A b 
(|) f | 
| 
"/ 





-2 


So oo 


-3 
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-2 


o O 


- OOo Oo oo 


o O 





l 
0 |— Ly =Ly +La(-5) 


o 


—> La =Lst Lo(-1) 


|| — Lo=Le t+ Lo(5) 


So Ooo 


—» Lg = Lg t+ Ls(2) 


> 
me Lo = L; + La (2) 
l 


0) pn L, =L, + Ls(2) 
O: | mb L; =L, + La (-4) 


a] 


I bo pues O to 
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nina RESENaDE= SNS 
logo: 
B l 0 
l -1 0 2 0 l 
a 2 0 
e l 2 op 
O -l 0 1 
l 0 l 2 a 
| 
| | 0 
| Observação 
0 l 
A operação Ls, não era indispensável; ela foi feita para se obter, de imediato, o número 1 | 0 0 
como elemento da diagonal principal da 32 linha e da 42 linha. Entretanto, o resultado seria O 
| mesmo se o procedimento fosse o que vinha sendo feito. De fato: | O o 
| 
| O = 6 11 0/0 dog: 
0 l 4-2 -3 .-2 0 0 1 
O 0 «2 1 | dt dl=s Lo) a 
O 0 10 O -1 0 1 CC o 
| | 
l O 2 0 l l O 0|— L =L, +L(2) 
0 l 4º -2 -3 -2 0 0/— L=L +Ls(-4) 
: 
o 0 1-5] Da --0 E od 
D=|-4 -2 
O O ] 0 0 -1 0 | |— L =L, +Ls(-1) , s 
l 0 O -l O -1 -1 0 Solução 
0 l 0 0 -1 2 2 BU 
| | l 
(0) O 1 Ea 3 -1 a (0) 


o 
So 
Lam) 
to[— 
Lam) 
to/m 
e 


mm Lu(2) 


1o[— 





a 


“% 5º 


| 
V 
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l Q O -1 O - 1 - 1 O >» | SL; + Ly 
O ] O O - ] 2 2 Ô 
O O l = = | ge | —=+ L Ely FL ds 
5 5 - 3 3 E Lg 405) 
O O O | ] O ] 2 
l O O O | - 1 O 2 
O l O O - 1 2 2 O 
número 1 0 O 1 O O À 0 1 
ido seria O 
Õ Ô Õ ] l O : 2% 
logo: 
| =] O 2 
- 1 2 2 O 
a 
eo E 0 -1 0 | 
o ] O ] 2 
7) 2 3 ] 
D =| =4 -2 =? 
2 -5 | 
Solução 
l. 
2 3 ] ] O 0 + Li(5) 
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det D = 2(-2 - 
EM A 
2 
g detD=2 x(-| 
4 -2 -2 0 ] O | — L, =L, +L;(4) 
0 


O ] —>» L, = Ls + L;(-2) det D = -24+( 


Nos problemas 
inversíveis, resolver a! 


] 
2 8) ABX=C 
2 


Solução 


E 
E 


Ea l 3 
o (0) 0) —D L, =L, + Lo(-—) 
| B - AA B X 
l 1 
"LT A: mas 
O -] O l essniemendo L; =L; + L,(8) ATtA=I 
logo: 
o se À 
4 “8 IBX = A"!C 
l 
E e 
3 2 l B=B 
Tendo em vista que a matriz D não pode ser transformada na matriz J, ela não tem inversa, portanto: 
isto é, D é matriz singular e seu determinante é igual a zero. De fato, desenvolvendo o determi- 
nante de D pela 12 linha e observando a alternância dos sinais que precedem os produtos, vem: BX=A-!C 


b) Pré-multipli: 

















I 
* od = «2 sf 2 4 ad 
detD=|-4 -2 -2|=+2x -3 X +1 x B-1BX=B-!4 
-5 l 2 1 2 -5 
Ra B/B=] 
] 





) tem inversa, 
do o determi- 
rodutos, vem: 


=2 
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det D=2(-2 - 10) -3(-4+4)+1 (20 +4) 
detD=2 x(=12)-3x0+1x24 
det D=-24+0+24=0, 


Nos problemas de 8 a 10, supondo as matrizes A, B e C quadradas, de mesma ordem e 
inversíveis, resolver as equações matriciais nas quais X é a variável. 


8) ABX=C 


Solução 
a) Pré-multiplicando ambos os membros da equação por A”!, vem: 


ATA B X=A"C 


mas: 

AT! A=I 
logo: 

IBX = A-!C 
e: 

IB = B 
portanto: 

BX=A-!C 


b) Pré-multiplicando ambos os membros por B”!, vem: 


B-!IBX=B-!A!C 
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“Te e 


IX=B-!A-IC e: 
IX = X A! I = A: 
Xs= FAO logo: 
IxT = 4! 
9) CAX! =cC 
IX! =x7 
Solução xT=A" 
a) Pré-multiplicando ambos os membros da equação por C-!, vem: X=(A 
c!gax! =c4Cc 
mas: 10) AX?C=A) 
C!C=I Solução 
logo: a) Pré-mult 
AT! 20. 
IAXI =1 ndo 
mas 
e: 
A“!A=1 
IA = A logo: 
portanto: IX?C = IXB: 
AXT =] mas: 
DX =x? 
b) Pré-multiplicando ambos os membros por A”!, vem: 
e: 
AT AXxI=AcI 
IX = X 
mas: portanto: 
AC! A=I 


X?C = XBC 
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e. 
AtI= A 
logo: 
IX* & Ao! 
XT =x 
XE = A? 
X=(A-!)! 


10) AX?C= AXBC 


Solução 


a) Pré-multiplicando ambos os membros da equação por A”!, vem: 


A!AXºC= A! AXBC 







mas: 
A! A=] 
logo : 
| 
IX?C = IXBC | 
mas: 
IX? =X? 
e: | 
IX = X 
portanto: | 


X?C = XBC 
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ou: 
XXC = XBC 

b) Pré-multiplicando ambos os membros da equação por X”!, vem: 

X |! XXC = X-!XBC 

WX= 1 

IXC = IBC 

IX = X 

IB =B 

XC = BC 

c) Pós-multiplicando ambos os membros da equação por C”!, vem: 

XCC-! = BCC”! 

CC * =] 

XI=BI 

XI=X 

BI=B 


X=B. 


A.37.1 Problemas Propostos 


Nos problemas de 1a 3, transformar na matriz unidade as matrizes dadas. 





2) 


4) 


6) 


8) 


10) 


12) 





S. 
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2) 


4) 


6) 


8) 


10) 


| 12) 


REEEESEENR 
Doo tw 9 fm 


- 2 


=s 


Õ 
= e, 


5) 


7) 


9) 


13) 


-3 
0 


Se) 


O OQ 
0 0 
] 0 
-2 l 
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14) -1 0 
M=|-1 -] 

-1 -1 

16) Ô 2 
P = l = 

-1 -7 

18) 2 O 
R =|0 3 

Õ 0 

20) -1 2 
0 -1 

0 0 

O 0 


não tenha inversa, 





15) l 
N=|-2 

3 

17) -] 
Q=|-3 

-3 

19) Õ 
S= 10 

9 











Nos problem: 
inversíveis, resolver 


22) ADX= ABC 
23) DXT =DC 
24) ABCX?D?º =/ 
25) D'XD=AC 


26) CX+2B=3B 


A.37.2 Respostas o 


1 a3. Roteiro:Esses 
vamente, do it: 
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Nos problemas de 22 a 26, supondo as matrizes A, B,Ce D quadradas, de mesma ordem e 
inversíveis, resolver as equações matriciais nas quais X é a variável. 


22) ADX= ABC 

23) DxXT=DC 

24) ABCX?D? = ABCXD 
25) D!'XD=AC 


26) CX+2B=3B 


A.37.2 Respostas ou Roteiros para os Problemas Propostos 


la3. Roteiro:Esses problemas se resolvem de forma análoga à dos problemas 1, 2 e 3, respecti- 
vamente, do item A.37. 





3 3 3 
pcs ad «ô 
] 11 

10 00 

o ro õ 

ir od Tá 








13) 
14) 
15) 





E o o =, 
um em le aq 
; S o a O nfs = [04 o <+ [en fem) a ! ! 1 E > aii 
|] 
s E " 
Ê E o” Sa —= 
alo alem e SIN PE Ri 
pa EE Si 
Ê : | ; E Afiada RC 
T 7 7 t : 
a e i to a dem G-s + 
ic 
S e ) & = os o 
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13) 


14) 


15) 


16) 


17) 


18) 


ll 
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O O to | ma 





-10 


-6 


(o | ma 
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a 


DM lo o & 
o + 

l 
00 


22) X=D-!BC 
23) X=CT 
24) X=D"! 
25) X=DACD"! 


26) X=C-!B 





SIS 


A.38 EQUAÇÃ 


Equação linear é um 
d,X, Tax, + 


na qual X1, X2, X3; 

variáveis, e b é o term 

A.38.1 SOLUÇÃO | 
Os valores das 

satisfazem à equação 

linear, 

A.39 SISTEMAS 


A um conjunto. 


dj X + ay X, 
do, Xj TF ao Xg 
da1 X1 + daa X2 


âmiX1 T amaXa 


AMO SOLUÇÃO | 


Os valores das | 
linear em identidade, | 
solução. Esses valores sã 





] 


1 
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SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


A.38 EQUAÇÃO LINEAR 


Equação linear é uma equação da forma: 


d,X; tax tasX; +..ta x =b 





na qual X,, Xo, X3, «. X, São as variáveis; aj, do, da, ..., a, são os respectivos coeficientes das 
variáveis, e b é o termo independente. 


A.38.1 SOLUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO LINEAR 


Os valores das variáveis que transformam uma equação linear em identidade, isto é, que 
satisfazem à equação, constituem sua solução. Esses valores são denominados raizes da equação 
linear. 


A.39 SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


A um conjunto de equações lineares se dá o nome de sistema de equações lineares: 


aj X tag X tag X3 +... + anXn =b; 


da, X1 ; doa Xga “ doa Xa E anã àm Xn =b, 
dg X, td X2 tas X3 +... tam Xn =bs 
âmiX1 T amzX2 + amaXa +... + amnXn = bm 





A.40 SOLUÇÃO DE UM SISTEMA LINEAR 


Os valores das variáveis que transformam simultaneamente as equações de um sistema 
linear em identidade, isto é, que satisfazem a todas as equações do sistema, constituem sua 
solução, Esses valores são denominados raízes do sistema de equações lineares. 
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A.41 SISTEMA COMPATIVEL 
quando tem raízes. 


A.41.1 Sistema Determinado 


Um sistema compatível é determinado quando admite uma única solução. 


Exemplo 

O sistema 
2x + 3y=18 
3x +4y=25 


é compatível e determinado, pois tem como raízes unicamente 


A41.2 Sistema Indeterminado 
Um sistema compatível é indeterminado quando admite mais de uma solução (na verdade, 
admite infinitas soluções). 
Exemplo 
O sistema 
4x + 2y = 100 


8x + 4y = 200 





Diz-se que um sistema de equações lineares é compatível quando admite solução, isto é, 








é compatível ein 


A41.3  Siste 


Diz-se que 


Exemplo 
O sistema 
3x + 9y = 12 
3x +9y=15 
é incompatível, po 
para mesmos valort 
A.42 SISTEM, 
Diz-se que d 
solução. 
Exemplo 
Os sistemas 
3x + 6y = 42 


2x - 4y=12 
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é compatível e indeterminado, pois admite infinitas soluções: 


dmite solução, isto é, 





dá A41.3 Sistema Incompatível 
Diz-se que um sistema de equações lineares é incompatível quando não admite solução. 
Exemplo 
O sistema 
3x + 9y = 12 
3x +9y=15 
é incompatível, pois a expressão 3x +9y não pode ser simultaneamente igual a 12 e iguala 15 
para mesmos valores de x e y. 
A42 SISTEMAS EQUIVALENTES 
ma solução (na verdade, Diz-se que dois sistemas de equações lineares são equivalentes quando admitem a mesma 
solução. 
Exemplo 
Os sistemas 
3x + 6y = 42 
2x - 4y = 12 
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e b) Quando se | 
x+2y=14 
x-Dy= 6 2x+4y - 6; 
2x +8y - 4 
são equivalentes porque admitem a mesma solução: 
4x +2y + 2: 
x=10 
Ix+2y - 32 
| y=2 2x + 8y - 42 
4x + 2y + 22 
A.43 OPERAÇÕES ELEMENTARES E SISTEMAS EQUIVALENTES 
c) Quando se « 


Um sistema de equações lineares se transforma num sistema equivalente quando se efetuam 


equação, previamente 
as seguintes operações elementares: quação, p 









I — Permutação de duas equações. Ix+2y - 3z 
+ 8y - 
II — Multiplicação de uma equação por um número real diferente de zero. Go ig 
4x +2y + 22 
HI — Substituição de uma equação por sua soma com outra equação previamente multi- 
plicada por um número real diferente de zero, Ix+2y - 32 
Ox + 4y + 2z 
A43.1 Observações dic ip 3 Da 
| a) Quando se desejar permutar, por exemplo, a 22 equação pela 34 de um sistema de 
equações lineares, se escreverá assim: 
O sinal = dae 


gado, entretanto, para 
o sistema, ou melhor, o 


2x + 4y - 62= 10 
4x +2y +2z2=16 —» Los 


d) O leitor pode 
observações a),b)e c)s 


2x+8y - 42=24 


2x + 4y - 62=10 %=2 
+ ss = 
2x + 8y - 42=24 y=3 


+ E 
4x +2y + 22=16 a 
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b) Quando se desejar multiplicar a 12 equação, por exemplo, por -, se escreverá assim: 


15 


2x +4y - 62=10 —» Li(+. 


) 
2x + 8y - 42=24 


4x +2y + 22=16 


lx+2y - 32= 5 
2x + 8y - 42=24 
4x +2y + 22=16 


c) Quando se desejar substituir a 22 equação, por exemplo, pela soma dela com a là 


ndo se efetuam Tão dpi 
| equação, previamente multiplicada por -2, se escreverá assim: 


lIx+2y - 32= 5 
2x + 8y - 42=24 => Lo Lo + L (2) 


4x + 2y + 2z2=16 
riamente multi- 


Ix+2y - 3z2= 5 
Ox + 4y + 2z=14 
4x +2y + 22=16 


um sistema de 


O sinal = da expressão L, =L; + L; (-2) não tem o significado convencional: é empre- 
gado, entretanto, para indicar que a expressão L, + L, (-2), utilizada em lugar de L,, não altera 
o sistema, ou melhor, o transforma num sistema equivalente, 


d) O leitor poderá verificar, a título de exercício, que todos os sistemas constantes das 
observações a), b) e c) são equivalentes, isto é, têm a mesma solução: 
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A.44 SISTEMA LINEAR HOMOGÊNEO A.45.1.1. Mét 


Quando num sistema de equações lineares os termos independentes são todos nulos, o Considerer 
sistema é chamado homogêneo. em sistemas equi 


2x + 4 
Exemplo 
5x - 15 
2x - 5y - 32= 0 
x + 
Tx - 2y + 42= 0 |; 2 
3x + 8y - 52= 0 x - 15 
9x + 3y - Bz= 0 
lx + 2 
Ox - 25: 
Todo sistema linear homogéneo tem pelo menos uma solução; essa solução, denominada 
solução trivial, é, qualquer que seja o sistema, x; = O, x; representando as variáveis e 
ELOS lx + 2y 
Ox + ly 
A.45 ESTUDO E SOLUÇÃO DOS SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES | lx + 0y 
Por razões de ordem didática, o estudo e a solução dos sistemas de equações lineares será Ox + 1y 
feito separadamente, nos três casos em que podem se apresentar: 
O sistema ir 
19) Sistema de n equações lineares com igual número de variáveis. 
20) Sistema de m equações lineares com n variáveis (para m &n). Ix=5 
si a ly=3 
30) Sistema de equações lineares homogêneo (para m =n ou m  n). 
isto é: 
A.45.1 Sistema de N Equações Lineares Com N Variáveis agi 
Para resolver um sistema de n equações lineares com n variáveis, serão apresentados as 
dois métodos: o método de Gauss-Jordan e o método da matriz inversa. Ao mesmo tempo se 
informará em que casos é mais conveniente utilizar um ou outro método. Calculadas as 
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A.45.1.1. Método de Gauss-Jordan 


: são todos nulos. o Consideremos, inicialmente, o seguinte sistema de equações lineares e sua transformação 
em sistemas equivalentes até obter a solução do sistema: 


2x + 4y=22 —» L(5) 
5x - 15y = -20 


lx + 2y=11 
5X - 15y = -20 — L = Lo + L,(-5) 


solução, denominada 
tando as variáveis e 
Ix+2y=11 — Li =L; + L,(-2) 


Ox + ly = 


LINEARES 407 a 


lx + 2y=11 
Ox - 25y = -75 — Li(-5= 


squações lineares será Ox + dd 


O sistema inicial ficou transformado no sistema equivalente: 


lx=5 
ly=3 
isto é: 
x=5 
s, Serão apresentados y=3 


Ão mesmo tempo se 
Calculadas as raízes do sistema, foi encontrada sua solução. 
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O leitor atento terá verificado que: 


a) a matriz dos coeficientes das variáveis foi transformada, por meio de operações adequa- 
das na matriz unidade; ao mesmo tempo, submetida às mesmas operações, a matriz-coluna dos 
termos independentes foi transformada nas raízes das equações, isto é, na solução do sistema: 


b)as variáveis x e y, durante as operações realizadas, praticamente não participaram do 
processo, a não ser por sua presença ao lado dos coeficientes. 


Diante dessas duas constatações, é fácil explicar e entender o método de Gauss-Jordan, que, 
por sua vez, é muito simples: 


1) coloca-se ao lado da matriz dos coeficientes das variáveis, separada por um traço vertical, 
a matriz-coluna dos termos independentes: 


2 + 22 
5 -15 - 20 


Essa matriz, associada ao sistema dado de equações lineares, é chamada de matriz ampliada 
do sistema. Cada linha dessa matriz é uma representação abreviada da equação correspondente 
no sistema. O traço vertical é dispensável, mas é colocado para facilitar a visualização da matriz 
dos coeficientes das variáveis e da matriz-coluna dos termos independentes; 


2) transforma-se, por meio de operações adequadas, a matriz dos coeficientes das variáveis 
na matriz-unidade, aplicando-se, simultaneamente, à matriz-coluna, colocada ao lado da matriz 
dos coeficientes das variáveis, as mesmas operações; 


3) transformada a matriz dos coeficientes das variáveis na matriz-unidade, a matriz dos 
termos independentes ficará transformada, ao final, na solução do sistema. 


Exemplo 


Resolver o sistema 


2x, tIx, + 3x3 =8 
4x, + 2x, + 2x3 =4 


2x, + 5x, + 3xs =-12 
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Solução 
le operações adequa- 
3, à matriz-coluna dos 


à solução do sistema, 


» não participaram do 


de Gauss-Jordan, que, 


— Ly =L,+Li(-4) 


vo to tojw 


Es 


| Ei DD pv E Ds O Sa ——— 
oO O — 
A O mm 
| 
O + tw 
Ee e a) nd 
Ss 


| por um traço vertical, 


to) to 
+ 


o 
vw O tm|- 
) 
EN 
|] 
ma 
3 


ada de matriz ampliada = Ly =Ly+ Ln(-2) 


quação correspondente | 
visualização da matriz 


-1] 
eficientes das variáveis 2 


ada ao lado da matriz - 20 


r-unidade, a matriz dos 


- 20 


<Q 


4 | s12 


to|— 
o jw 
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A.45.1.2 Métod 


l 3 1 
l 7 3 4 —> Li =Li+ (5) 
Seja o sister 
0 l 0 -5 
O O l 3 
d/1X1 + 
do1X4 + 
3 13 3 daX, + 
1 Oo SIS) usLtLuES) 
0 l 0 -5 Md 
O O l 3 
1 0 0 2 fazendo 
0 l 0 -5 
O O l 3 
d11 
dai 
De acordo com o que ficou explicado, o sistema inicial de equações lineares se transformou da 
no sistema equivalente: A =. 
am 


lx, + Ox, + Oxa =2 


Ox, + Ix, + Oxa = -5 





Ox: + Ox, + Ixs =3 
O sistema pode ser e 


isto é: 
x, =2 d1 é 
d21 é 
XxX) =-5 
à31 ã 
X3 = 3 . 


Esses valores das variáveis são as raízes do sistema e, portanto, sua solução. 
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A.45.1.2 Método da Matriz Inversa 


Seja o sistema de n equações lineares com n variáveis: 
d11X, ft dy2X2 t dy3X3 +... Tt AynXn =D: 
d21X1 + d22X2 + d23X3 +... t danXn = bo 


da1X, Taz2X2 Taa3X3 +... t agnXn = Ds 


An1X1 T An2X2 + ansX3 +... t amXn = Dn 


fazendo 
d11 d12 dij3 ... din X1 bi 
dai d22 d23 ... dan X2 Do 
transformou dai da2 da3 oe. d3n X3 Da 
A = “X = a B = 
dn dm dna “.. ânn Xn bn 


o sistema pode ser escrito sob a forma matricial 


dj dijz d13 din X1 b; 
da21 d22 d23 ... d2n X2 ba 
da da aaa so. dan | X | X| = D3 
dn dn2 dn3 ves dnn Xn Dn 
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ou, utilizando a notação abreviada, vem: O métod, 
casos, em espec 
AX=B 
b) O mét 
Admitindo a existência da matriz A”! e pré-multiplicando ambos os membros da igualdade veis na matriz 
por A-!, vem: matriz A em s 
empregar o méi 
ATTAX=A!B todos com n e 
mas: variáveis de cad 
caso, basta calc 
ATtA=I (A.45.1.2), se re 
logo: 
Exemplo 
IX=A-!B 
Resolver os segu 
mas: 
2x, + 1x 
ia Ix, + 3x 
logo: 5x1 + 3x 
X=A-!B (A45.1.2) 
|) Parab,=1 
A solução do sistema é bastante simples: basta multiplicar a matriz inversa A”! da matriz A 
dos coeficientes das variáveis pela matriz-coluna B dos termos independentes. 2) Parab, =2 
3) Para b, =3 
A.45.1.3 Observações Solução 
a) É conveniente empregar o método de Gauss-Jordan para resolver sistemas de n equações Fázrido 
endo: 
lineares com n variáveis nos dois seguintes casos: 
19) quando se tem para resolver um único sistema; 2 13 
“lr gg 
2º) quando se tem para resolver um conjunto de sistemas de n equações (e igual número de 
variáveis), tais que as matrizes dos coeficientes das variáveis de cada sistema sejam diferentes umas Ss 3 4 
das outras, ' 
AR 
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O método de Gauss-Jordan é, com certeza, muito prático para resolver qualquer um dos dois 
casos, em especial quando o número n de equações for relativamente grande. 


b) O método de Gauss-Jordan exige que se transforme a matriz A dos coeficientes das variá- 
veis na matriz unidade, enquanto o método da matriz inversa exige que se transforme a referida 


»s da igualdade E ei qane , à 
5 matriz A em sua inversa A”*, o que, sem dúvida, é mais trabalhoso. Por isso é conveniente 
empregar o método da matriz inversa no caso em que se tem para resolver conjuntos de sistemas, 
todos com n equações (e igual número de variáveis), tais que as matrizes dos coeficientes das 
variáveis de cada sistema sejam todas iguais, variando somente os termos independentes. Nesse 
caso, basta calcular somente a inversa de uma única matriz, Com a qual, por meio da fórmula 
(A.45.1.2), se resolverão todos os sistemas. 
Exemplo 
Resolver os seguintes sistemas de equações lineares: 
| 2X1 + 1X, + 7x3 = b; 
| IX 4 + 3x, + 2x3 = b; 
| 5X1 + 3x» + 4x3 = ba 
(A.45.1.2) | 


| |) Parab, =16, b;=-5, by=l1l] 


- : 
E DRSRNRIA 2) Parab,/=25, ba=-1l, b; 


II 
| 
tn 


3) Parab, =3, bo =5, by =-5 


Solução 
mas de n equações Fazendo: 
2 1 7 X1 b; 16 b; 25 b, 3 
A= l 3 : X= ks - Bj = Db» =| 3 ; B; = ba =| -11 : Ds = ba E 5 


2 
(e igual número de 
im diferentes umas 5 3 4 X3 ba 1 ba -5 ba -5 
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os três sistemas se transformam em: 


1) AX=B,; 
2) AX = B; 
3) AX=B; 


e a solução deles é dada pela fórmula (A.45.1.2): 


1) X=AB, 
2) X=A*! B, 
3) X= A Ba, 


mas a inversa da matriz A, como foi visto no Exemplo 2 do item A.36, é: 


so de 
66 66 66 
sá 6 27 3 
ATE lsa <<. ek 
66 66 66 
m 1 & 
66 66 66 |, 
por conseguinte: 
1) 6 17/19 
“6 66 6 ci E gi 
— —— 27 o. | 4 é 
SO o e GE| | ja A “a 
12 l 5 
66 66 “6 1 2 X3 
isto é: 
x, =3 
xXx =-4 
Xx3=2 
À A 
L' P 
C F 





2) 6 
66 
El o É 
66 
12 
66 
isto é; 
X1 =2 
X2, =-7 
Xx3=4 
3) 6 
66 
abs SR 
dei É 
12 
6 
isto é: 
X1 =-3 
X =2 
Xx3=1 


c) Conjuntos 
exemplo, no Quad; 
mente desenvolvid( 
equações lineares (e 
das variáveis, muda 
sistemas (que impli 
cada setor em que 
indiretas para as util 








2) E a vs 
66 66 
E 
“= Tt 
2 1 
66 66 
isto é: 
X1 =2 
X2 = 7 
x3=4 
3) cs dA 
66 66 
ala E E 
o E 6 
2 1 
66 66 
isto é: 
At — -3 
X2 = 2 
ka — 1 
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66 


Ee 1) 6 = 
6 5 2 


E: -5 l 
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X1 


X3 


c) Conjuntos de sistemas desse último tipo se encontram em Macroeconomia, como, por 
exemplo, no Quadro de Insumo-Produto de Leontieff — Fluxo de Bens de Serviços. Países alta- 
mente desenvolvidos obtêm, desse quadro, conjuntos de sistemas de dezenas ou centenas de 
equações lineares (e igual número de variáveis), cada sistema com a mesma matriz dos coeficientes 
das variáveis, mudando somente as matrizes-coluna dos termos independentes. A solução desses 
sistemas (que implica a inversão de uma única matriz) permite calcular a produção que deve ter 
cada setor em que a Economia Nacional foi dividida, a fim de atender às exigências diretas e 
indiretas para as utilizações intermediárias (setor produtivo) e final, 








520 Álgebra linear 


—— e ——— — e Ns 


A inversão de uma dessas matrizes só foi possível com o advento dos computadores, 


d) A solução de um sistema de n equações lineares com n variáveis, quer pelo método de 
Gauss-Jordan, quer pelo método da matriz inversa, exige que a matriz dos coeficientes das variáveis 
possa ser transformada na matriz-unidade (o que implica a possibilidade da inversão dessa matriz). 
Nesse caso, como se viu, o sistema é compatível e determinado, Entretanto, podem ocorrer casos 
em que a matriz dos coeficientes das variáveis não possa ser transformada na matriz-unidade. 
Esses casos serão examinados no item A.45.2.4 (observação b) sob outro ponto de vista. 


A.45.2 Sistema de M Equações Lineares com N Variáveis (para M & N) 


O método para resolver um sistema de m equações lineares com n variáveis é semelhante 
ao método de Gauss-Jordan, visto em A.45.1.1, com a diferença de que a matriz dos coeficientes 
das variáveis não pode ser transformada na matriz-unidade, porque ela é uma matriz retangular, 
Entretanto, o procedimento inicial é o mesmo: transforma-se no número 1. por meio de operações 
adequadas, cada elemento aj, NO qual i=j, e em zeros os demais elementos das colunas em que 
se situam esses a... Depois, feitas algumas considerações, se encontrará a solução do sistema. A 
seguir serão dados trés exemplos dos casos que podem ocorrer e que facilitarão a compreensão 
do método. 


Exemplos 


|) Resolver o sistema de 3 equações com 2 variáveis: 


2X + 4X, =16 
5X1 - 2X = 4 
10x; “o 4x, = 3 
Solução 
l 
2 4 16 | — Li(5) 
5 -2 4 
IO  —4 3 


So Om 
O mo O 


Essa matriz 


lx, + Ox 
Ox, + Ix 


Ox, + Ox. 


equivalente ao sistt 
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Ito dos computadores. 


| 2 8 
, per pelo Ran pi 5 L =t, +65 
eficientes das variáveis 


+a 


| inversão dessa matriz), IO -4 3 
O, podem ocorrer casos 
ada na matriz-unidade, 
nto de vista. 


| 2 8 
O -12 -36 
IO -4 3 —» L5=L; + L,(-10) 


M + N) 


| variáveis é semelhante 
O 12 


O -24 


matriz dos coeficientes 
uma matriz retangular. 
+ por meio de operações 
itos das colunas em que | 
4 solução do sistema, A 
Cilitarão a compreensão 


—» La = Ly + Lo(24) 


oO 
-— ts 
Os oo 
PRESSE TE (1 E (E 
La 
HI 
E 
+ 
s 
FR 


| Essa matriz corresponde ao sistema; 


lx, + 0x, =2 
Ox, + x =3 


0x, + Ox, =-5 


equivalente ao sistema dado. 
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Ora, como não existem valores de x, e x, que satisfazem a 34 equação (0x, + Ox, =-5), 
o sistema é incompatível. 
-12 


2) Resolver o sistema de 4 equações com 2 variáveis: 


o o a) — 
' 
tn ts 


2x, + 4x, = 16 -13 
5x, - 2x) = 4 
3x, tIx = 9 
4x, - 5X, =-7 l 2 
0 l 
So /ução 0 -5 
4 16 — Li) O -13 


do a tn E] 
! I 
tmn —s ts 
Í 
1º“ +. 
t— 
Imé [a 


a o as) 
| 
tos ao) a 


1 8 
0 12 -36 
5 q 9 
4 5 o] = eis EL) 


1 2 8 | 0 
O «12 -36 0 | 
O 5 -15 0 0 
4 = —» Ly =Ls +L,(-4) 0 0 





(Ox, E: Ox» =-5), 


[ao mo e a] “DEDE. 
o oo o oo mn 


So OO 


o OO 


| 
| 


-13 
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8 
-36 E: Lt5) 
-15 
-39 
8 — L;=L;, + Lo(-2) 
3 
-15 
-39 
2 
3 
-15 —» Ly =Ly + Lo(5) 
-39 
2 
3 
Ô 
-39 — La = Lo + Lo(13) 
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— 


Essa matriz corresponde ao sistema 


+ ta tm — 
|] I 
EM e— o ts 


lx; + Ox, =2 
Ox, e lx, =3 
Ox; + Ox, =0 
| 2 
Ox, + 0x, =0 
O -12 
| O -5 
equivalente ao sistema dado. E esa 
A 32 e 42 equações não estabelecem nenhuma condição para x; e x,; elas são satisfeitas 
para quaisquer valores de x, e x,. Portanto, a solução do sistema será dada pelas duas primeiras t 2 
equações: O l 
0 ” 
lx; É Ox, =2 R 
O 3 
Ox, + lx, =3 


> AR = = 


isto é: | 0 
| 

X1 =2 0 

X2 =3. 0 


Nota: A última matriz, equivalente à primeira, representante do sistema inicial, poderia ser 


obtida mais rapidamente e com menos trabalho se, uma vez obtido o número 1 de uma coluna, as 3) Resolver 
operações para obter cada zero dessa coluna não fossem indicadas uma de cada vez, mas sim todas 
de uma só vez, como, aliás, já foi feito em problemas sobre determinantes e sobre inversão de 2x, - 8 
matrizes. Assim: 
4x, - 14 
5 À 6] std 
2 Solução 

5 -2 4 

3 l 9 2 -8 

4 -5 -7 4 -l4 
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—» Lo =L; + Li(-5) 
—» La =Ls; + L,(-3) 
Easiia La = Ls t L;(-4) 


1 5 8 
O 8] 36 | (5) 
o Ss) as 
o -13| 39 


las são satisfeitas E 
as duas primeiras l 2 8 -—» 1, =, + La(=2) 
Õ l 3 
O -5 -15 — Ta = Lg + La(5) 
O -l3 -39 ——+ La = Lg + Lo(13) 


o “o ja 
o Sms O 
Oo Own 


nicial, poderia ser 


de uma coluna, as 3) Resolver o sistema de 2 equações com 4 variáveis: 
ez, mas sim todas | 
sobre inversão de 2x, - 8x + 24x; t 18x, = 84 


4x1 - 14x» + 52X3 + 42xXa = 190 


Solução 


2 8 24 18 84 — L(5) 
4 “14 532 42 190 
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| do 19 9 42 Nos três exe 
escada: 
à Sf 9 4 190 | — Lo =L; +L;(-4) 
a) No exemp 
l -4 12 9 42 
l l 0 
0 2 4 6 2 | > (5) 
B=|0 l 
l -4 12 9 42 —— L, =L, +L; (4) 0 0 
Ô l 2 3 1 
A denominaç 
| em cada coluna: 
l 0 20 21 86 
ê l 2 3 1 ] 0 
0 l 
Essa matriz corresponde ao sistema 0 0 


[ xi =86 - 20x3 -21xg 
| b) No exemplo 2: 


X, =11 - 2x3 - 3x4 





isto é, O sistema é compatível e indeterminado, pois admite infinitas soluções. Os valores de x, e l E 
X2 se obtém atribuindo valores arbitrários a x; e xa: 0 1 
B = 
(O) O 
arbitrários 
Õ O 
c) No exemplo 3: 
calculados 
l Ó 
RB = 
ê l 
A.45.2.1 Características de uma Matriz 
Quando se dispõe de uma matriz ampliada de um sistema de n equações lineares com n | 
variáveis e se utiliza o método exposto no item anterior para a solução do sistema, isto é, quando A matriz B, 
se transforma no número 1, por meio de operações adequadas, cada elemento aj, para i=j coeficientes das vari 
(aj, d2z2, -..), e em zeros os demais elementos das colunas em que se situam esses elementos o exemplo 1: 


aj, dizse que a matriz inicial foi transformada numa matriz em forma de escada. A matriz 
ampliada do sistema será designada por A e a matriz em forma de escada por B, 











es. Os valores de x, € 





uações lineares com n 
sistema, isto é, quando 
lemento aj, para i=) 
jituam esses elementos 
1a de escada. A matriz 


or B. 
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Nos três exemplos dados no item anterior, obtiveram-se as seguintes matrizes em forma de 


escada: 


a) No exemplo 1: 


] Q 2 
B=| O l 3 
Õ Ô = 


A denominação matriz em forma de escada se deve ao modo como está disposto o número 
| em cada coluna: 





2 
3 
-5 
b) No exemplo 2: 
| Ô 2 
ê l 3 
B= 
ê O Ô 
O O ê 
c) No exemplo 3: 
| ê 20 21 86 
ns 
0 ] 2 3 11 


A matriz B, equivalente à matriz A, contém, à esquerda do traço vertical, a matriz V dos 
coeficientes das variáveis. São, portanto, 3 matrizes a considerar. Assim, usando como referência 
o exemplo 1: 
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|) Matriz Ampliada HH) Matriz B em forma HI) Matriz V dos coeficientes 


do sistema (matriz A) de escada das variáveis 
2 4 | 16 l 0 2 | ê 
A= 5 =? 4 B= |0 l 3 V= O l 
IO -4 3 0 0 -5 0 0 


Examinando as matrizes B e V, verifica-se que: 
a) a matriz B tem 3 linhas com elementos não todos nulos; 


b) a matriz V (contida em B) tem 2 linhas com elementos não todos nulos, 


Chama-se característica de A (da matriz ampliada do sistema), e se representa por Ca, ao 
número de linhas com elementos não todos nulos de B (matriz em forma de escada equivalente 
a A). 


No exemplo 1, Ca =3 porque a matriz B tem 3 linhas com elementos não todos nulos. 


Chama-se característica de V (da matriz dos coeficientes das variáveis contida em B),e se 
representa por Cv, ao número de linhas com elementos não todos nulos de V, 


No exemplo 1, Cv =2 porque a matriz V tem 2 linhas com elementos não todos nulos. 


Como se vê, nesse exemplo | B representa um sistema de 3 equações (m = 3) com 2 
variáveis -(n = 2) e Ca > Cv. Nesse caso, o sistema é incompatível: a última linha de B representa 
a equação linear 0x, + 0x; =--S que não é satisfeita para nenhum valor de x, ede x». 


No exemplo 2, tem-se: 


OO Q 
o oOwún 
OO m 
OS 


l 
ê 
0 
O 


Nesse exemplo B representa um sistema de 4 equações (m=4) com 2 variáveis (n=2) e 
Ca =Cv=2 porque tanto a matriz B como a matriz V têm 2 linhas com elementos não todos 
nulos. Nesse caso, o sistema é compatível e as duas primeiras linhas de B informam que x, =2 
e X2y = 3. 








No exemplo 3, 


p= | 
O) 


Nesse exemplo 
Ca =Cv=2. Osiste 
enquanto que a segu 
atribuindo valores art 


Observações 


a) Quando Ca 


b) As definições 


De fato: 


Em virtude de 
contidas em mesmas 
Ca = Cv. 

Por outro lado, 
podem, eventualment 
nulos, o que implica p 


A.45.2.2  Caracterís 
Neste item se : 


compatível. Examiner 


19) A caracterí 
rística C seja maior qu 
do seguinte tipo, por € 


10 
0 1 
0. 4 








“V dos coeficientes 
riáveis 


los. 


presenta por Ca, ao 
“de escada equivalente 


ntos não todos nulos. 


is contida em B),e se 
V. 


entos não todos nulos. 


ções (m = 3) com 2 
linha de B representa 
x, ede xa. 


O 1: 4 169 


n 2 variáveis (n=2) e 
n elementos não todos 


informam que x; =2 
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No exemplo 3, tem-se: 


E | O 20 2 86 | V = | O 2 2 
O 1 2 3 IB! 0 1 2 3 
Nesse exemplo B representa um sistema de 2 equações (m=2) com4 variáveis (n=4) e 
Ca = Cy = 2. O sistema é compatível: a primeira linha de B informa que x, =86- 20x -21 xa 


enquanto que a segunda linha informa ser x, =11-2x3 -3x4; Os valores de x, ex, se obtêm 
atribuindo valores arbitrários a xs € xa. 





Observações 


a) Quando Ca =Cv se dirá que a caracteristica de B (matriz em forma de escada) é C: 


Ca=Cv=C 
b) As definições permitem concluir que: 


Cas Cv 
De fato: 


Em virtude de V estar contida em B, as linhas de V com elementos não todos nulos estão 


contidas em mesmas linhas de B com elementos não todos nulos, o que implica ser, no mínimo, 
Ca = Cv, 


Por outro lado, em virtude de B conter V, as linhas de B com elementos não todos nulos 
podem, eventualmente, ser em maior número do que as linhas de V com elementos não todos 
nulos, o que implica poder ser Ca > Cv. (Os exemplos 1, 2 e 3 são bastante esclarecedores.) 


A.45.2.2 Característica e Número de Variáveis 
Neste item se tratará somente do caso em que Ca=Cv=C,isto é, em que o sistema é 


compatível, Examinemos as seguintes considerações: 


19) A característica C não pode ser maior que o número de variáveis. Para que a caracte- 
rística C seja maior que o número de variáveis, se deverá ter uma matriz reduzida à forma de escada 
do seguinte tipo, por exemplo: 
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sendo r um número real. Nesse caso, a característica C seria 3, e o número de variáveis n seria 2. 
Entretanto, a matriz dada não é uma matriz reduzida à forma de escada; o número 4 que aparece 
na 34 linha pode ser transformado em zero por adequada operação, enquanto o número r 
também deverá ser transformado em zero pela mesma operação (se r fosse transformado num 
número diferente de zero, se estaria fora da hipótese, pois que, no caso, Ca seria maior que Cv, e 
a hipótese em que se está trabalhando é que o sistema é compatível, isto é, que Ca=Cv=C), 


Assim, na verdade, a matriz antes citada é: 


| Q 4 
Ó l 9 
Õ 0 Ó 


e a característica € = 2 é igual ao número de variáveis n =2. 


29) Quando a característica C é igual ao número de variáveis, O sistema é compatível e 
determinado. É o que acontece com o exemplo 2 citado anteriormente. A matriz reduzida à 
forma de escada 


l 0 2 
0 l 3 
0 Ó 0 
0 O Ô 


representa um sistema que tem 


m= 4 
=2 
C=n=2 


RM EZ, 
X =3 
) 





3º) Qua 
e indetermina( 
forma de escad 


representa um : 


m=2 
n=4 
C=2 
C<n 


e a solução, con 
X1 = 86 - 
ko — 11 - 


sendo os valores 


A45.2.3 Gra 


Chama-se 
já tantas vezes c 


g=n-C 
mas: 
n=4 
C=2 
logo: 
g=4-2 
g=2 
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39) Quando a característica C é menor que o número de variáveis, o sistema é compatível 
e indeterminado. É o que acontece com o exemplo 3 citado anteriormente. A matriz reduzida à 


áveis n seria 2. 


4 que aparece 
"o número 1 forma de escada 
sformado num 
naior que Cv, e ] O 20 2 86 
Ca=Cv=0). 
0 l 3: 3 11 
. representa um sistema que tem 
d m =2 
| n=4 
C=2 
C<n 









e a solução, como já foi visto, é: 


é compatível e x, = 86 - 20x3 - 21xg 


triz reduzida à X4 = []= 2X3 - 3Xa 


- 
sendo os valores de x, e x, obtidos atribuindo-se valores arbitrários a xs e xa. 


A.45.2.3 Grau de Liberdade de um Sistema 


Chama-se grau de liberdade de um sistema de equações lineares à diferença g=n - €. No 
já tantas vezes citado exemplo 2,0 grau de liberdade do sistema é: 


g=n-C 


mas: 


logo: 


g=4-2 


E=2 
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| 


O significado de grau de liberdade de um sistema de equações lineares, o leitor certamente 
já percebeu: informa o número de variáveis às quais devem ser atribuídos valores arbitrários para 
calcular cada uma das variáveis restantes. 

A.45.2.4 Observações 
a) Oque foi dito e explicado nos três itens anteriores pode ser assim resumido: 

Il) A característica Ca de uma matriz ampliada A, que representa um sistema de m 
equações lineares com n variáveis, não pode ser menor que a característica Cv da matriz V dos 
coeficientes das variáveis contidas na matriz B reduzida à forma de escada. 


2) Quando Ca é maior do que Cv, o sistema é incompatível. 


3) Quando Ca=Cv=C, C recebe a denominação de característica da matriz reduzida à 
forma de escada. 


4) € não pode ser maior que n. 
5) Quando C é igual a n, o sistema é compatível e determinado. 


6) Quando C é menor do que n, o sistema é compatível e indeterminado, 


7) Grau de liberdade de um sistema é a diferença g=n-C. 
b) Em A.45.1.3 (Observação d), dissemos que, num sistema de n equações com n variáveis, nem 
sempre a matriz dos coeficientes das variáveis poderia ser transformada na matriz unidade 


e Os casos em que isso ocorresse seriam aqui tratados. Dois exemplos esclarecerão o 
problema e indicarão a maneira de obter a solução desses sistemas. 


Exemplos 


1) Resolver o sistema de 2 equações com 2 variáveis: 


3x+9y=12 


3x+9y=15 








Solução 
3 9 
3 9 
l 3 
3 9 
l 3 
O O 


Tendo em vista qi 


2) Resolver o sistema 


4x + 2y = 100 
8x + 4y = 200 
Solução 
4 2 
8 4 
l 
q 
8 4 
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Solução 
l 
3 9 15 
l 3 4 
3 9 15 —> Lo =L t L;(-3) 
l 3 4 
0) 0) 3 







Tendo em vista que Ca =2 e que Cv=1, isto é, que Ca > Cv, o sistema é incompat ível. 


2) Resolver o sistema de 2 equações com 2 variáveis: 


4x + 2y = 100 


8x + 4y = 200 


Solução 





4 2 100 = 1,7 (5) 

8 4 200 
l 

l E 25 

8 4 200 —» La =L; + L;(-8) 
l 

l 3 25 

0) 0) 0 
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Tendo em vista que Ca=Cv=C, o sistema é compatível; mas n=2 e C=1, isto é, 
C<n, o que significa que o sistema é indeterminado. Por outro lado, g=n-C=2-1=1, 
isto é, o grau de liberdade do sistema é 1. A 12 linha da matriz reduzida à forma de escada, que 
representa a equação 1x+0,5y=25, terá os valores de x calculados ao se atribuir valores 
arbitrários à variável y: 


x=25-0,5y 
arbitrários: 


calculados: 





Esses dois exemplos já foram mencionados em A.41,3 e A41.2, respectivamente. 


c) Os sistemas resolvidos, a título de exemplo, de n equações lineares com n variáveis, tanto 
pelo método de Gauss-Jordan, em A.45.1.1, como pelo método da matriz inversa, em 
A45.1.2 e A.45.1.3, são sistemas compatíveis e determinados, isto é, são sistemas que têm 


Ca=Cyv=C=n 


A.45.3 Sistema de Equações Lineares Homogêneo 
Um sistema de equações lineares homogêneo, definido em A.44, pode ter outras soluções, 
denominadas soluções próprias, além da solução trivial. O método para encontrar essas soluções, 


se existirem, é o mesmo método utilizado para resolver um sistema de m equações lineares com 
n variáveis. 


Exemplos 


1) Resolver o sistema linear homogêneo de 2 equações com 3 variáveis: 


3x, + 6X - 9x3 = () 


2x, t 4x, - 6x3 =0 


Solução trivial: 


XxX, =X, =x3=0 








Soluções próprias: 
3 6 
2 4 
l 2 
2 4 
l 2 
0 0 


Tendo em viste 
e o grau de liberdad 
de escada, que reprt 
se atribuir valores art 


arbitrários: X2 
X3 
calculados: Xi 


2) Resolver o siste 


2X1 + 4X, = 
l6x, - 8X» — 


12x; - 2X, = 


Solução trivial: 


x =x, =0 








2) 





arbitrários: 


calculados: 


Soluções próprias: 
3 6 -9 
2 + -6 
| 2 -3 
2 4 -6 
l 2 -3 
0 0 0 
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l 
Ó -— Li (5) 


O | — L=L +Li(-2) 


Tendo em vista que Ca=Cyv=Ce que C=len=3,istoé,C <n, osistema é indeterminado, 


l 


e o grau de liberdade de sistema é g=n-C=3-1=2. A la linha da matriz reduzida à forma 
de escada, que representa a equação 1x, + 2x, -3x, =0, terá vs valores de x, calculados ao 
se atribuir valores arbitrários às variáveis x, e Xa: 


X1 =0-—2x + 3xa 


MI 2/3]4| 58 2l6lio]l va 1.l.l. 
e(2[1Jafafafr[s[o[ajs || o7 
mlál-ilólizisla|slrid) ri... 


Resolver o sistema homogêneo de 3 equações com 2 variáveis 


2x, + 4x, =0 


l6x; - 8x, =0 


12x, - 2x, =0 


Solução trivial: 


X1 = X2 = () 
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Soluções próprias: Solução trivial 
2º 4 6 | =p 7, 5) x Ea 

16 -8 0 
12 2 0 Soluções própr 


— Ly =L; + L; (-16) | 
—> L; =L; +L;(-12) 


O | 
0| — Lã) 0 
O Õ 


| 2 0 —> Li =L; +L;(-2) | 
O l O 
O 
O -26 O = [4 =Ly É L5(26) 
O 
l 0) O 
0) l 0) l 
O 0) Ô 
(0) 
Tendo em vista que Ca=Cv=C=2 e n=2, istoé, C=n, o sistema é determinado, o 
que significa que não tem soluções próprias; a única solução do sistema é a solução trivial: 0 


X =x2=0 


3) Resolver o sistema homogêneo de 3 equações com 3 variáveis 


| 
lxj - 3x, - 4x3 =0 
0 
lx; “- lx, - lxa =() 
lx, = lx, + 3x3 =0 É | 
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Solução trivial: 


X — X92 =x3=0 


Soluções próprias: 
| -3 -4 0 
! -1 =1 0 —+» L=L, + Li(-1) 
| = 5 É | —> Lg = Lá +Litcl) 
| 
| Lo É ad 0 
| » ? 3 0) — LS) 
“a a | —> Li =Lj + Lad) 
3 
q é 7 O | — La =L; + Lo(-2) 
l 
| O > 0 
O l = 0 
stema é determinado, O - 
solução trivial: 0 o ' ' Lê 1 
| 0 0 = | 
7 *» Ly =L; + La(-5) 
: E) 0 L = Lo + Lof-5) 
2 
Õ O l O 
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l O 0 O 
O l O 0 
0 ê l 0 


Tendo em vista que Ca=Cv=C=3 e n=3, istoé, C=n, o sistema é determinado, o 
que significa que não tem soluções próprias; a única solução do sistema é a solução trivial 


Xi =X, =x3=0 
Esse exemplo é o de um sistema homogêneo de n equações lineares com n variáveis, caso 
particular de um sistema de m equações lineares com n variáveis (m=n). Como se viu nesse 


exemplo, o método utilizado é geral, isto é, vale para qualquer sistema de equações lineares com 
qualquer número de variáveis. 


A.46 PROBLEMAS RESOLVIDOS 
Antes de iniciar a solução de problemas, vamos esclarecer que: 


I) Para classificar qualquer sistema de equações lineares (m=n, mn, homogêneo ou 
não), será usada sempre a mesma notação e utilizado sempre o mesmo critério. Assim: 


a) A é a matriz ampliada do sistema (contém a matriz dos coeficientes das variáveis e a 
matriz-coluna dos termos independentes, ambas separadas por um traço vertical); 


b) B é a matriz ampliada reduzida à forma de escada: 


c) Ca é a característica da matriz ampliada (número de linhas com elementos não todos 
nulos de B); 


d) Cv é a característica da matriz V dos coeficientes das variáveis (número de linhas com 
elementos não todos nulos dessa matriz dos coeficientes das variáveis, contida em B); 


e) C€ (quando Ca=Cv=C, o que nem sempre acontece, pois Ca pode ser maior que Cv) 


é a característica da matriz B reduzida à forma de escada; 


f) m é o número de equações; 


e 


g) néo nú 
h) géo gr: 
Por outro | 
i) Se Ca > 
j) Se Ca= 


Saio Se | 
j2) Se! 


k) Quando 
sistema. 


II) Por raz 
foi feito, separad 
e A45.3 (m=n, 
qualquer sistema 
utilizado o méto 
de escada. Quand 
e determinado, o 
matriz reduzida ; 
matriz-unidade, e 
sistema, 


HI) Quando 
dos coeficientes d 
será utilizado o m 
coeficientes das va 


problema, 
Nos problem: 
1) 2x -3y = 
6x -9y =. 
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g) n é o número de variáveis; 
h) g é o grau de liberdade do sistema. 
Por outro lado: 


i) Se Ca > Cv, o sistema é incompatível; 
istema é determinado, o 


solução trivial j) SeCa=Cv=C, o sistema é compatível. Nesse caso: 


A jl) Se C=n, o sistema é determinado; 


A j2) Se C<n, o sistema é indeterminado; 
res com n vari 


=n). Como se viu nesse ] A 
a a k) Quando o sistema é compatível e indeterminado, g=n-C é o grau de liberdade do 

de equações lineares com = 
sistema. 


Il) Por razões de ordem didática, o estudo da solução de sistemas de equações lineares 
foi feito, separadamente, nos três casos em que podem se apresentar, nos itens A.45.1, A.45.2 
e A45.3 (m=n, mn e homogêneo ou não). Entretanto, daqui por diante, para a solução de 
qualquer sistema de equações lineares, com uma única exceção, que será vista adiante em III, será 





utilizado o método da transformação da matriz ampliada do sistema na matriz reduzida à forma 
! homogêneo ou de escada. Quando se tiver um sistema de n equações com n variáveis, por exemplo, compatível 
sim: e determinado, o método de Gauss-Jordan passa a ser um caso particular daquele; de fato, na 
| matriz reduzida à forma de escada, a matriz dos coeficientes das variáveis é transformada na 
las variáveis e a matriz-unidade, e a matriz-coluna dos termos independentes é transformada na solução do 
sistema. 


III) Quando se tiver que resolver vários sistemas de equações lineares nos quais a matriz 
dos coeficientes das variáveis seja sempre a mesma, variando somente os termos independentes, 
será utilizado o método da matriz inversa; nesse caso, geralmente a matriz inversa da matriz dos 
coeficientes das variáveis é conhecida ou, então, se sabe que ela existe em virtude da natureza do 
problema. 


Nos problemas de 1 a 11, classificar e resolver os sistemas: 
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Solução 
2 -3 4 sn 5) 
A= 
6 -9 15 
| 
3 
1 — 2 
| 6 -9 15 —> Lo=L + L;(-6) 
| | 5 2 
B= 


Ca =2 

Cv=1 
isto é: 

Ca > Cv, 


logo, o sistema é incompatível. 


2) 3x + 2y - 52=8 
2x - 4y - 22=-4 
lx - 2y - 32=-4 


Solução 
3 2/05 8 | — LS) 
as [E do wi -4 
À ado aê -4 
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E 


Examinando a matriz B, verifica-se que: 


— 


Ca=Cy=C=3=n 


Ô 
logo, o sistema é compatível e determinado. : 
A matriz B representa o sistema 
Ix+0y +0z=3 | 
Ox + ly+0z=2 o 
Ox +0y + lz=1 
0 
equivalente ao sistema inicial. Desse último sistema, vem: 
x=3 
y=s 
z=1 sá 
o 0 
3) 2x + 4y + 62=-6 0 
3x - 2y - 42=-38 
Ix + 2y + 3z2=-3 Examinar 
Ca=Cyv= 
Solução 
logo, o sistema « 
2 4 6 -6 mid Li(5) Mas: 
A=|3 -2 -4 - 38 ZE 
] 2 3 -3 
isto é: 
1 2 5) =3 is 
3º =2 -4 - 38 —> L =L, + L,(-3) portanto, o siste 
] 2 3 -3 +» Lo =Lla +L(=1) 
g=n- Ca 
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l 2 3 -3 

O -8 13] -29 aee Li(-5) 

Ô 0 O O 

2 3 «3 —> Li =L, +L(-2) 
13 29 

0 8 8 

0 Õ O O 
] 41 

de 

B = 13 29 
“od 8 8 
O O O 0) 


Examinando a matriz B, verifica-se que: 
Ca=Cv=C=2 
logo, o sistema é compatível. 
Mas: 
n=3 
isto é: 
C<n 


portanto, o sistema é compatível e indeterminado, e seu grau de liberdade é 


g=n-C=3-2=1 
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——————————————ee e 


A matriz B representa o sistema Soluções pró pri 
l 41 
+ ES E des 
lx + Oy 7 ? Z 
13 29 
+ =7= É 

Ox + ly + g 8 l 

- 2 

Ox +0y +02 = 0 » 
4 


equivalente ao sistema inicial. 


A 34 equação não estabelece nenhuma condição para x,y e z; por isso, a solução do 
sistema é dada pelas 2 primeiras equações 


a -41+z 
4 





29 - 13z 


Os valores de x e y são obtidos atribuindo valores arbitrários a z. Assim, se z=1, por 


exemplo, vem: 





Para outros valores de z, são obtidas outras soluções para o sistema. 


4) X+ y= 820 
2x - 3y + z=0 
4x - 4y - 22 =0 


Solução trivial: 


x=y=z=0 
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Soluções próprias: 
l ] -1 Ô 
A = 2 -3 l 0 —» L =L, + L,(-2) 
-2 0 —+ La = La t Li(-4) 





o, à solução do 


Ea Lo(-5) 


—— Li =L; + Lo(=1) 


= 5 ="Ly + Lo(8) 


RE 
RE 
o iv 
EEE 
HE E 


2 
= Ly SL * La(5) 


— Lo =Lo +Lo(5) 
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v 


Examinando a matriz B, verifica-se que: 


l 
Ca=Cv=C=3=n, 
O 
logo, o sistema é compatível e determinado, Tendo em vista que o sistema inicial é homogêneo 0 
e que é compatível e determinado, não possui soluções próprias, isto é, só admite a solução trivial. 
| 
5) x + 32=-8 
0 
2x - 4y =-4 
3x - 2y - 52=26 0 
Esse sistema pode ser escrito assim: | 
B=| 0 
lx + Oy + 32=-8 
0 
2x - 4y + Oz= 4 
3x - 2y - 52=26 
Examinan 
Ca=Cv= 
Solução 
logo, o sistema é 
l 0 3 -8 lx + Oy 
A=|2 «d 0 -4 ——» Ly = Lo; + L,(-2) 0x + 1y 
« -5 26 —» L5=L5 + L,(-3) | Ox + Oy 
| 0 3 -8 equivalente ao si: 
O 4 6 o Li(-5) x=4 
0 -2 -I4 50 nd 
Zz=—4 
l 0 3 -8 
3 
0 l E -3 
O - 2 -14 50 RSS La so Ls + L, (2) 
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] 0 3 -8 
3 
O l ER -3 
inicial é homogêneo 0 , RT 44 fa (+) 
nite a solução trivial. 
l O 3 - 8 — 14-14 + La(-3) 
0 ! c -=3 mn Li =L; +Lo(-5) 
0 0 | 4 
| O 0 4 
B=| 0 ] 3 
O O l na 


Examinando a matriz B, verifica-se que: 


Ca=Cv=C=3=n 


logo, o sistema é compatível e determinado. A matriz B representa o sistema 


Ix+0y +Oz=4 
0Ox+ Iy+0z=3 
Ox + Oy + Iz = —4 


equivalente ao sistema inicial. Desse último sistema, vem: 


x=4 
y=3 
z =-4 
6) x- z=0 


3x + y + 22=0 


4x + 2y + 22=0 
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————e ma 


Esse sistema pode ser escrito assim 


lx + Oy - 12=0 
3x + ly + 22=0 
4x + 2y + 22=0 


Solução trivial: 


x=y=2z=0 
Soluções próprias: 
] 0 
A=|3 ] 
4 2 


[e] 

H 
a) O m— o o Io o o) tmá o am — 
a] tá a] So — o e) —- o [] ima o 


o Ooo olú o 


— La = L; + L,(-3) 


——s, 


— Ls = Ly + 1,(-2) 


L; =L; + L;(-4) 


Li(-5) 


Ly =1L4 + Ls 


L, =L; + La(-5) 








Examinando a ; 
Ca=Cv=C=3 


logo, o sistema é coj 
e que é compatível e 


7) 6x + 2y + « 


-9x - 3y - é 


Solução trivial: 


x=y=z=0 


Soluções próprias: 


Examinando a m 


Ca=(Cv=C=] 
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Examinando a matriz B, verifica-se que: 
Ca=Cyv=C=3=n 


logo, o sistema é compatível e determinado. Tendo em vista que o sistema inicial é homogêneo 
e que é compatível e determinado, não possui soluções próprias, isto é, só admite a solução trivial. 


7) 6x + 2y + 42=0 


-9x - 3y - 62=0 


Solução trivial: 


x=y=z=0 
Soluções próprias: 
À = 
-9 -3 -b 0) 
] 2 
l E) 3 O 
-O -3 - 6 O —> [, =L, + L,(9) 
l 2 
| 3 3 Ô 
B= 


O Õ Ó O 
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E E ip nd E aan ma 


Mas: | Soluções próprias: 
n=3 
3 
isto é: 12 
A = 
C<n + 
portanto, o sistema é indeterminado, e seu grau de liberdade é a 
g=n-C=3-1=2 
l 
A matriz B representa o sistema ja 
O 3 
lx + 3Y + 32 = 0 3 
Ox + Oy +0z =0 3 
4 
A 22 equação não estabelece nenhuma condição para x e y; por isso, a solução do sistema 
é dada pela 12 equação: 1 
A EE RR 9 
a ds 3 B = 
| 0 
Os valores de x são obtidos atribuindo valores arbitráriosa y e z. 0 
8) 3x + 6y=0 Examinando 
l2x + 24y=0 
e Ca=Cy=C= 
ax» 3y=0 
2 
Mas 
3 
4 * + RAS Ó 
n=2 
Solução trivial: 
x=y=2z=0 
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Soluções próprias: 
l 
12 24 Ô 
Ã = 
3 
2 3 O 
3 3 
4 2 0 
l 2 (0 
12 24 0 ——» L=L + L;(-12) 
3 3 
2 3 0 e Em =Ly +Li(-) 
3 3 3 
- =| D| — E=k*hto 
3, a solução do sistema 

l 2 O 

O Ô 0) 

B = 
O O O 
O O O 


Examinando a matriz B, verifica-se que: 


Ca=Cv=C=1 


isto é: 


C<n 
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Ca is ia a SAT Eai 


logo, o sistema é compatível e indeterminado, e seu grau de liberdade é 
g=n-C=2-1=1 


A matriz B representa o sistema 


Ix+2y=0 
Ox + Oy = 0 
Ox + Oy = 0 
Ox + Oy = 0 


As 3 últimas equações não estabelecem nenhuma condição para x e y; por isso a 
solução do sistema é dada pela 12 equação: 
Ix+ 2y=0 
ou; 
=-2y 


Os valores de x são obtidos atribuindo valores arbitrários a y, 


9) x - y=0 
2y + 42=6 


x+ y+472=6 
Esse sistema pode ser escrito assim: 
lx - ly + 02=0 


Ox + 2y + 42=6 
Ix + ly + 42=6 








Solução 


Examinando a 
Ca = Cv= CE 


Mas: 


isto é: 
C<n 
logo, o sistema é com 


g=n-C=3-2 
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E 


Solução 


] - 1 Q 
A=|0 2 4 
] ] + 


—— L5= La t Li(-1) 


] a) 0 0 
0 2 4 6 mi Li(5) 
0 2 4 b 
] =1 0 0 —>L=L+L, 
e y; por isso a 0 | 2 3 
0 2 4 6 —>» L;=L; + L;(-2) 
| 0 2 3 
B=|0 ] 2 3 
0 0 0 0 


Examinando a matriz B, verifica-se que 


Ca=Cv=C=2 


isto é: 
C<n 
logo, o sistema é compatível e indeterminado, e seu grau de liberdade é 


g=n-C=3-2=1 
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e E E 


A matriz B representa o sistema 


lx + Oy + 272=3 
Ox + ly + 22=3 


Ox + Oy + 02=0 
Examinando a ; 


A última equação não estabelece nenhuma condição para x e y; por isso, a solução do 


sistema é dada pelas duas primeiras equações: Ca=Cv=C=2 
x=3-2z 


logo, o sistema é com; 
y=3-2z 


A matriz B rer 
Os valores de x e y (que são iguais) são obtidos atribuindo valores arbitrários a z. 
la+0b=2 


0a + 1b=-3 
10) a, + 2a, = 4 


0a +0b=0 
-3a; + da, =-18 


Za; - Gg E 7 A última equaç 
sistema é dada pelas di 


Solução 





a =2 
b=- 
2| -4 
Aeisã o 4) si) cs Ly ni + Li) 
2 1 7 —» Ly=Ls + Ly(-2) 11) a +28, =4 
| -3a, + 4a, =3 
ê = Za, - a, = 
O 10) -0) — Lud 
Õ -5 15 Solução 
E 4 | ==> Ly SL + Ly(52) La 
ú di A=|-3 4 
o IS | —> Lo=L;+L(5) 2d 
/ A). 
no, 
l | 
) 
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l 0 2 
B=|0 l -3 
Õ Õ Ô 





1 Examinando a matriz B, verifica-se que: 
isso, à solução do 


Ca=Cv=C=2=n 


logo, o sistema é compatível e determinado. 


A matriz B representa o sistema 


la+0b=2 
Oa+ Ib=-3 
0a +0b=0 


A última equação não estabelece nenhuma condição para a e b; por isso, a solução do 
sistema é dada pelas duas primeiras equações: 


a =2 
b=-3 
11) a +23, =4 
-3a| + 43, =3 
Za, - a, =-6 
So lução 
| l 2 + 
| A=|-3 4 3 —» L =Ly +L,(3) 
| 2 -1 -6 — Ly =L; t L,;(-2) 
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lucê; 
2 4 Solução 
1 
O 10 15 mada L(9) | l 2 
O -5 - 14 “3 4 
2 -1 
l 2 4 —» L, =L;, + Lo(-2) 
l 2 
0) 1 1,5 
10 
O -5 -14 —» Ly = La + Lo(5) 
-5 


[e e) 
II 
Q [em — 
[em | m— O 
|] 
e Zº ms 
ln ta 
O o r— 
| 
tm ba Es 
Hs 


Examinando a matriz B, verifica-se que: 
l 2 
Ca =3 
0 ] 
Cv=2 
Q 0 | 2 
isto é: 
Ca > Cv Se z 2x + 1 
logo, o sistema é incompatível. Ca =3 
Cv =2 
12) Estabelecer a condição que deve ser satisfeita pelos termos independentes x,y e Z paia 
que o sistema isto e: 
a, + 2a, =X |, Ca>Cv 
-3a, +42) =y 


2a a =Z e O sistema seria inc 
| = MS 


seja compatível. 2-2x +? is - 
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Solução 
l 2 x 
-3 4 y —» Ly = Lo + L,(3) 
2 -] z ——> | La + Ly(s2) 
l 2 x 
o 10ly+3 E Lo (50) 
O -5S | Z-2x 
l 2 X 
y+ 3x 
O l TO 
[0 -5 | z-2x — L5= L; + (5) 


l 2 x 
0 | yt3x 
10 
+ 
Q O e ad 


2 
Se Zz-2x dias fosse diferente de zero, teríamos: 
Ca =3 
Cv =2 
isto e: 
| Ca >Cv 


e O sistema seria incompatível. Portanto, para que o sistema seja compatível é necessário que 





+ 
2-2x+% 5 =0 
—=—D[2"[7"———————— eee. ee. E 
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a a ai gi 


ou: 
22- 4x ty + 3x=0 
-xty+22=0 
Xx-y-2z2=0 
x=y+2z. 
Observações 


a) Nada impede que as variáveis sejam designadas pelas letras a, b, c etc.e que os termos 
independentes sejam designados por x,y,2Z etc. 


b) Comparando os sistemas 10, 11 e 12, verifica-se que todos têm a mesma matriz dos 
coeficientes: 


e 0 19 é compatível; 
e o 29 é incompatível; 


e o 39 estabelece a condição que deve ser satisfeita pelos termos independentes para que 
o sistema seja compat ível. 


Essa condição exprime que: 
x=y+2z 


Ora, na là equação 


x=-4 
y=-18 
Z=7 

isto é: 
-4=-18+2x7 
-4=-18+14 
-4=-4 


o que tornou compatível o sistema. 








Já na 22 eq 
x=4 
y=3 
Zz=-6 
isto é: 
4%3+2M- 
4%3-12 
4-9 


Tendo em 1 
incompat ível. 


c) Esses sist 
sobre Espaços Vet 


d) Nos prob 
para que sejam co 
quer em coeficien 
reduzida à forma 
raciocínio, no dea 


Nos probler 
independentes par 


13) a+ 2b: 
-2a+ bs: 
- a+ b: 
Solução 
| 
A=|-2 
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Já na 2ã equação: 


isto é: 
4&3+ 2-6) 
43-12 


4-9 
| etc. e que os termos 
Tendo em vista que a condição de compatibilidade não foi satisfeita, o sistema se mostrou 


| a mesma matriz dos incompatível. 


c) Esses sistemas, bem como alguns outros que ainda serão resolvidos, constam do Capítulo 
sobre Espaços Vetoriais somente com as respostas. 


d) Nos problemas sobre sistemas, nos quais se solicita que alguma condição seja estabelecida 
dependentes para que para que sejam compatíveis ou admitam solução não-trivial etc., quer nos termos independentes, 
quer em coeficientes das variáveis, embora se inicie transformando a matriz ampliada na matriz 
reduzida à forma de escada, geralmente não é necessário chegar ao final; quase sempre, um simples 


raciocínio, no decorrer da execução do processo, resolve o problema, 


Nos problemas 13 e 14, estabelecer a condição que deve ser satisfeita pelos termos 
independentes para que sejam compatíveis os sistemas: 


13) a+ 2b=x 
-2a+t b=y 
-a+ b=z 
Solução 
] 2 x 
A=|-2 l V á L, = L, + L,(2) 


- 1 1 Z —» L5=L; +L,; 
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] 2 
0 5 
O 3 
| 2 
(0) | 
O 3 
l 2 
0) l 
0) Õ 
Se 2 +% 
Ca =3 
Cv =2 
isto é: 
Ca > Cy 


e o sistema seria incompatível. Portanto, para que o sistema seja compatível é necessário que: 


Z+ x 


52 + 5x - 3(y 


+ 2x) 
5 


x 
y+2x 
Z+x 

x 

yt2x 

5 
Z+xX 





02.0 


+2x)=0 


52 +t 5x - 3y - 6x=0 


-x- 3y + 52=0 


x+ 3y - 52=0 





l 
= Lo(c) 


—» La =L; + 1,(-3) 


fosse diferente de zero, teríamos: 


ou: 
Xx=52-3y 
14) -a+3bs 
2a - Ib= 
-2a + Ib= 
3a + Ib= 
Solução 
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x=5z2-3y 


14) -a+3b=x 
2a - Ib=y 
-2a + Ib=2z 


3a + Ib=t 
Solução 


[1 3 x == Lo (=1) 


l -3 -X 

2. 11 y| —> = +L(2) 
=2 7 | — Ly=L5 +Li(2) 

3 t | — Ly=Ly+L,(-3) 





| -3 =X 
O 5 YZ | mb La(5) 
(0) -5 Z- 2x 
O IO t+ 3x 
l -3 -X 
VE 2% 
Di : 
0) - 5 Z - 2X = La = La + Lo(5) 
O 10 t + 3x ar La — La T Lo (-10) 
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l -3 =X 
y+2x 
0 l qe 


0 Ô Z-2x+ty+2x 
0 O | tt3x-2(y+2x) 


Se: 


Z-2x+ty+2x 


t+3x-2(y+2x) 


fossem diferentes de zero, teríamos : 


Ca =4 

Cv =2 
isto é: 

Ca>Cy 


e o sistema seria incompatível. 


Portanto, para que o sistema seja compatível é necessário que: 


Zz-2x+t y + 2x=0 
t+ 3x-2y - 4x=0 


ou: 





z+y=0 
t-x-2y=0 
A ) ' 
P 
Ac|h 
( +. 








ou, ainda: 


Z=-y 


x=t-2y 


15) Calcular o val 


a, + 2a. 


- 341 + 4a. 


2a1 - 


Solução 


| 
| 
| 


] 
3 
2 


ã; 
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ou, ainda: 
Z=-y 


x=t-2y 


15) Calcular o valor de K para que seja compatível o sistema: 


a, + 2a = 1 
-3Ja, + 4a, =k 


Za1 - 89 =-7 


Solução 


] 2 =] 
A =| -3 + k —, L; = L; + L,(3) 
2 -1 =7 — Ls = L; + L;(-2) 


| 
ke3 | —+ also 


| 2 -1 
k-3 
Q | To 
Ô -5 -5 — Ls = L; + L;(5) 
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Se -5+ = fosse diferente de zero, teríamos: 


Ca = 3 

Cv=2 
isto é: 

Ca> Cv 


e o sistema seria incompatível. Portanto, para que o sistema seja compatível é necessário que: 


k -3 
3 +——— = 
5 3 O 
-10+k - 3=0 
k=10+3 
k=13 
Observação 


Esse sistema tem a mesma matriz dos coeficientes do problema 12. Ali foi estabelecido 
que para ser compatível, os termos independentes x, y e z do sistema deveriam satisfazer à 
condição: | 


x=y+2z 


Ora, nesse sistema: 


x=-] 
y=13 
Z =—7 

isto é: 
-]=13+2x(-7) 
-]=13-14 


o que tornou compatível o sistema. 








16) Resolver, em fu 
3a; + 5a, = 


a, + 2a, = 


Solução 


> 

H 
o | — 1 tus 
ja to - tá 


Essa matriz reprt 


la, + 0a; 


0a; + la, = 


| 
Ros 
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16) Resolver, em função de x e y, o sistema: 
3a: + 5a = A 


a +2a)=y 


Solução 


> 
Ú 
tod tas e QI 
tm bs 3 tn 
PS te + p< 
Essa ES 
E 


CO — 
Í 
hem o 
pá 
| br 
lu) 
ni 
pm 
ts 
a, 
! 
a 


2 y |=> Ls +LC2) 


| O y-2(3y-x) 
B = 
Q | 3y -X 


Essa matriz representa o sistema 
lay +t0a)= y-2(3y-x) 


0a, + la, =3y-x 
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ou: 
aj=y-6y+2x 
aq =3y-X 

ou, ainda: 
aj=2x-5y 
a) =3y-xX 


Nos problemas 17 e 18, estabelecer a condição que deve ser satisfeita pelos termos indepen- 
dentes, para que sejam compatíveis os sistemas. 


17) 3x + 9y=a 


6x+18y=b 
Solução 
l 
3 9 a cmi Li(5) 
À = 
6 18 b 
a 
l 3 3 
6 18 b —» L,=L, + L,(-6) 
a 
l 3 a 








Se b-2a fo: 


isto é: 
Ca>Cv 


e O sistema seria inc 


Portanto, par 


b-2a=0 
ou 


b=2a 


De fato, faze 


3x + 9y= 


6x + 18y = 


Resolvendo o 


3 
À = 

6 

] 

6 


B = 
Ô 
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E 


Examinando a matriz B, verifica-se que: 
Ca=Cv=C=] 
Mas: 
n=2 
isto é: 
C<n 
e o sistema é compatível e indeterminado, e seu grau de liberdade é: 
g=n-C=2-1=1 


A matriz B representa o sistema 


Ix+ 3y=7 


Ox + Oy =0 


equivalente ao sistema inicial. 


A 22 equação não estabelece nenhuma condição para x e y; por isso a solução do sistema é 
dada pela 14 equação: 


x=7-3y 


Como se vê, quando b=2a, (42=2 x 21), o sistema é compatível e indeterminado. 


18) x-2y- z=a 
2x + y+3z=b 


4x - 3y + z=c 


Solução 


do ) 
Í 
4] — 


o O ma 
I 
tn tm Na 


As duas últin 
Ox + Sy + 
Ox + 5y + 
ou: 
5Sy + 57= 
5y + 57= 
Os primeiros 


valores de x e mes 
seja compatível, de 


b - 2a=c- 
b- 2a-ct+ 
2a+b-c=( 


19) Determinar o 


Xx- y- 
x - 2y - 
2x + ky 4 








) a solução do sistema é 


. 
tível e indeterminado. 
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Solução 
l -2 -1 a 
2 l 3 b Doi à L, a" L, + L,(-2) 
4 -3 l c —>» L;=L; + L;(-4) 
l -2 -1 a 
O) 5 5 b - 2a 
O 5 5 c-4a 


As duas últimas linhas representam as equações: 
Ox+5y+5z=b-2a 
Ox+5Sy+5Sz=c-4a 
ou: 
Syt5Sz=b-2a 
Syt5Sz=c-4a 
Os primeiros membros das duas equações são iguaisa 5y + 5z. Ora, Sy + 5z, para mesmos 


valores de x e mesmos valores de y, não pode assumir valores diferentes; logo, para que o sistema 
seja compatível, deve-se ter; 


b - Z2a=c-4a 
b-2a-c+42=0 


Za+tb-c=0 


19) Determinar o valor de k para que admita solução não-trivial o sistema 


x- y- z=0 
x - 2y - 22=0 


2x t ky + z=0 
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——————— Ne 
Solução | Portanto, 
l -1] -] Ô |I-k=0 
A=|1 ou? 0 —» Lo = Lo; +Li(-1) | 
| isto é: 
2 k l O — L;=L; +L,(-2) | 
k=1 
A 0 | 
Nesse casc 
0 -1 -1 0 —> La(-1) final: 
O 2+k 3 0 
| Ca = Cyv=( 
| “Ã il 0 | e: 
0 | 0 | n=5 
0 2+k 3 0 — L;=L5+L,(-2-k) cdi 
C<n 
| -1 -1 Q Logo, para 
O l l 0 
Nos proble 
Ô (O) | -=k ê | 
x+2y 
Se 1 -Kk fosse igual a l,istoé,se k=0, a matriz ficaria: 2x+5y 
Ô l l Õ 
0 0 ] 0 | 20) Para b; =( 
ie qn | Solução 
e a matriz dos coeficientes das variáveis poderia ser transformada na matriz-unidade, do que | 
resultaria: Fazendo: 
Ca=Cv=C=3=n 
l 
e o sistema seria compatível e determinado, isto é, admitiria somente a solução trivial: A=19 
3 


x=y=z=0 
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Portanto, para que o sistema admita solução não-trivial, é necessário que: 
| -k=0 


isto é: 


Nesse caso, como os elementos da 34 linha seriam todos nulos, a matriz inicial teria, ao 


final: 
Ca=Cyv=C=2 
e: 
n=3 
ou: 
C<n 


Logo, para k=1, o sistema é compatível e indeterminado. 


Nos problemas de 20 a 23, resolver os sistemas pelo método matricial. 


x+2y-2z=b; 
2x + 5y -42=b, 
3x +7y -5z=bs 


20) Para b,=0, b;=3 e by=7. 


Solução 


Fazendo: 
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o sistema pode ser escrito sob a forma matricial: 


b) Cálculo d 
AX = B X=A-E 
AR 
X=AB Ho 2) = 
a) Cálculo de A”: o 
logo: 
l ? -2 l 0) O 
2 o st] 01º 0] c=+EatsL(to) 42 
7 S)0 TT E|j ssbassues di 
=4 
| 2 2 | 0 0 — Li =L,+L,(-2) 
0) l O -2 l 0) 21) Para bd; = 
O l l -3 O l mega La = Ls + Lo(-1) 
Solução 
L, =L; + Ls(2) 
Fazendo: 


“a 
o O cm 
O mm O 

U 
= oO tw 
U t 
+—e No tn 
I Í 
—a — ta 
- O OQ 
ss niaipenice ga) 


logo: o sistema pode se 
AX =B 
3 - 4 2 
AS =| «2 l O e 
=] es 1 l 
X=A!B 
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b) Cálculo das raízes do sistema: 


X=AÍB 
3 -4 2 O 2 x 
X =| -2 l O x 3 = 3 = y 
- 1 - 1 | 7 4 Z 
logo: 
x=2 
y =3 
z=4 
21) Para bj =2, bb=5 e by=7. 
Solução 
Fazendo: 
] 2 - 2 x b; 2 
A=|2 5 -44,X=| y|,B=|b, | = 5 
3 7 -5 Z ba 7 


o sistema pode ser escrito sob a forma matricial: 


AX = B 
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mas: 
3 -4 2 
A! =| -2 | 0 
-1 -] l 
e: 
3 -4 2 2 O 
X =|-2 | O X | 5 = l 
-1 -1 l 7 Ô 
logo: 
X = 
y — 
z =0 


22) Para b; =1, by =7 e ba = 6. 


Solução 
Fazendo: 
l 2 - 2 X b; 
A =| 2 5 -4|;X=| y|; B=|b;, 
3 f -5 Z ba 





mas: 
3 
A! =|-2 
-1 
e: 
3 
X=|-2 
-1 
logo: 
x=-13 
YES 
Z =-2 


23) Para b;=3, b;, 


Solução 
Fazendo: 
l 2 
A=|2 5 
3 7 


o sistema pode ser escr 


AX = B 


X=A!B 
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mas: 
3 -4 2 
At =|-2 l Ô 
-1 -1 ] 
e: 
3 -“ 2 ] -13 x 
Xx=|-2 | Dix |7|= > | 13 
- 1 - 1 l 6 -2 Z 
logo: 
=-13 
y=5 
Z =-2 


23) Para b=3,b;=2 e by =5. 


Solução 
Fazendo: 
] 2 - 2 X b; 3 
A=|2 5 -4; X=|y |5B=| b,| = 2 
3 7 -5 Z Da 5 


o sistema pode ser escrito sob a forma matricial: 


AX = B 


X=A!B 
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= pe 


mas. 
3 -4 2 
A * 8] =? l O 
- 1 -1 l 
e: 
3 -4 2 3 11 % 
X= |-2 ] O | x|2]=|=4|]=|y 
al - l 5 Q Z 
logo: 
x=11 
ya 
=( 
A.46.1 Problemas Propostos 


Nos problemas de 1 a 23, classificar e resolver os sistemas. 


1) 5x+ By=34 2) 4x - y-32=15 
3x - 2y + 52=-7 
10x + 16y = 50 
2x + 3y + 42=7 
3) 2x + 3y - 272=2 4) x+ 4y + 62=0 
3x - 5Sy + 42=5 
a 6y - 92=0 
x - 2y - Tz=-24 


5) 





x + 2y + 32=10 6) 5x - 3y - 72=-5 
3x + 4y + 62=23 4x - y- 2z=2 
3x + 2y + 32=10 -2x + 4y + 82= 10 
/ A | , ) 
| P 
aophor) 
ESh 
/ 
V 


7) 


9) 


11) 


13) 


15) 


17) 





3x - 8y - 
Ix + 3y + 


-8x - 9y + 


2x - 5y - 
3x - 2y - 


-5x + y+ 


XE y+ 
6x - y- 
x + 2y + 2 


-8x + 3y+t2: 
4x -22=0 


3y + 42=-3 


x + dy + 6 
2x + 3y + 4 


JS + 27 4:28 


x-3y-7z 
- x-2y-4z 


-2x -4y - 5z 





7) 


9) 


11) 


13) 


15) 


17) 


3x - 8y - 92=14 
ix + 3y + 2z2=-12 
-8x - 9y + 62=11 


2x - Sy - z=-8 
3x - 2y - 42=-11 


-5x + y+t z=-9 


+ y+ LET 
6x - y- z=4 
tx + 2y + 22=14 


-8x + 3y + 22= 16 
4x - 22=0 


3y + 42=-32 


xt 4y + 6z=11 
2x t+ 3y + 42= 9 


3x + 2y + 2z= 7 


x-3y-7z=1 
- X-2y -47=-2 
-2x -4y - 52 =-] 
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8) |4x-3y=-18 
2y + 5Sz=-8 
x-2y -32=0 


10) 3x + 9y+1I2z=24 
dx + 16y + 26z = 46 
x+ 7y+142=20 


12) 6x + 2y + 42=0 


-9x - 3y - 62=0 


14) 3x + 2y - 32=18 
2x - 4y + 42= 12 
-4x + 3y - 5z=-24 


16) 2x+ 2y+ 42=0 
3x+t 5Sy+ 82=0 
5x + 25y + 202=0 


18) 10x+8y - 77=1 
5x + 3y - 82=19 
Tx - 9y + 42=-15 
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19) x-y=0 20) 6x - 9y - 52=-35 
2y+42=6 2x + 3y + 42=29 
x+ty+42=6 5x - 2y - 1z=0 

21) 4x + 8y + 12z=24 22) 7x - 2y + 42=-15 
x-z=0 9x + 3y - 32=0 
-5x-8y - |Ilz=-24 x-4y- z=-8 


23) 2x + 3y + 42=53 
3x t+ Sy -42=2 
4x + 7y- 22=3] 


Nos problemas de 24 a 27, estabelecer a condição que deve ser satisfeita pelos termos 
independentes para que sejam compatíveis os sistemas. 


24) 4x + l2y+ 82=a 25) 2x + 4y + 2z=a 


2x + Sy+3z7=b 3x + 8y + 5Sz=b 


-4y = 427=c -3x - d4y - Iz=c 
26) 2x + 2y+42=a 27) xty-z=a 

6x+Ily+8z=b -x+2z=b 

2x + Ty=c ytz=c 


28) 


29) 
30) 
31) 
32) 


33) 


34) 
35) 


36) 


37) 


Calcular o va 


2x + 6y= 
4x + ky= 


Nos problem 
-2x t 3y 
x -3y 
-x+2y 
Para b; =2, 
Para b, =1, 
Para b, =2, 
Para Db; =-4 


Para b; e" 4, 


Nos problem: 


- 2X1 - X92 
3x1 + x 
- 4X1 - Xa 


3x, + X2 
Para b, =5, 
Para b, =-8. 
Para b, =4, 


Para b; =-9, 
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28) Calcular o valor de k para que admita solução não-trivial o seguinte sistema: 


2x + 6y=0 
4x + ky=0 


Nos problemas de 29 a 33, resolver os sistemas pelo método matricial. 
-2x + 3y - z=b; 
x-3y+tz=b, 
- xt 2y - z=bs 
29) Para b=2, b;=5 e by =7, 
30) Para b=1],b,;=6e b;=0. 
31) Para b/=2, b, =-8 e by =9. 
32) Para b/=-4, b;=-3 e b;=-2. 


33) Para b,=4, b;b=7 e b;=9. 


Nos problemas de 34 a 37, resolver os sistemas pelo método matricial. 


- 2X1 - X2 + 2x4 =b; 
3x1 + XxX - 2X3 má 2Xa sn ba 
- 4X1 -X + 2X3 + 3X4 = ba 


3x, + XxX - X3 - 2X4 = bs 
34) Para b=5,b,;=3, b;=12 e b;=10 
35) Para b,=-8, b;=-4, b;=-9 e b,=8 
36) Para b,=4, b;=0, by=-2 e b;=3 


37) Para bj =-9, b; =6, by=3 ebs=1 
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A46.2 Respostas dos Problemas Propostos 


9 





Incompatível. 
Compatível e determinado: 
x=3,y=3ez=-2 


Compatível e determinado: 


Compatível e indeterminado: 


a) Grau de liberdade: g = 2. 
b) Solução trivial: x=y =z=0. 


c) Soluções próprias: 
x=-4y - 6z 


Incompatível. 


Compatível e determinado: 
t=yazg=] 

Compatível e determinado: 
x=y=z=-1 

Compatível e determinado: 
x=0, y=6 e z=-4 
Compatível e determinado: 


Xx=3,y=2 e7z=4 


10. 


12. 


13. 


15% 


Incompatível. 

Compatível e d 
x=1,y=7 e 
Compatível e ir 


a) Grau de libe 
b) Solução trivi 


c) Soluções pré 


wo] 


x=-5- 


Compatível e de 
x=-4, y=0 e 
Compatível e de 


x=6, y=2z=0 


Compatível e in« 


.3+22 


a) x 5 


E 13 - 8 
y E 


b) Grau de liberc 


Compatível e det 
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10. Incompatível. 

11. Compatível e determinado: 
x=1l,y=7 e z=-5. 

12. Compatível e indeterminado 


a) Grau de liberdade: pg = 2. 
b) Solução trivial: x=y =z=0. 


c) Soluções próprias: 


13. Compatível e determinado: 
x=-4, y=0 ez=-8 
14. Compatível e determinado: 


x=6, y=z=0 


15. Compatível e indeterminado: 


3+2z 





a) x = 


s 13 - 8z 
y So 


b) Grau de liberdade: g = 1. 


16. Compatível e determinado. O sistema admite somente a solução trivial: 


x=y=z=0 
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20. 


Zi. 


22. 


23. 


24. 


25. 


Álgebra linear 


Compatível e determinado: 
x=2,y=-2 e 2=1 
Compatível e determinado: 


x=1l,y=2 ez=-1 


Compatível e indeterminado: 


a) x=y=3-2z 


b) Grau de liberdade: g = 1. 
Compatível e determinado: 


x=2,y=3 e 2=4 


Compatível e indeterminado: 


a)x=2z 


y=3-2z 


b) Grau de liberdade: g = 1. 


Compatível e determinado: 
x=-l,y=2ez=-] 
Compatível e determinado: 
x=3,y=5ez=8 

Za -4b + c=0 


3a-b+c=0 


27 


28. 


29, 


30. 


3 


32. 


2a -b+c=0 


atb-c=0 


x=-]l. v= 


X1 =22, Xa* 


x, =12, x: 


x,=10, x: 


Xj = -13, X2 
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26. 2a-b+c=0 
| 27 atb-c=0 
28. k=12 
29. x=-7, y=-12 e z=-24 
30. x=-7,y=-6e z=-5 
dl x=6,y=-|ez=-17 


32. «RT v=5 0 285 





33 x=-1l, v=-16 e z=-30 


34. x1=22, x)=25, x3=7 e x4=37 


35. dt 12, x, =-18, Aa = I2 e X4 =-] 


36. x,/=10,x,)=-8,x3=3'e x4=8 





ST X1 =-13, X2 = 27, X3 =-5 € X4 = -4 
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